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内 容 提 要 


本 书 是 随机 过 程 论 的 基础 入 门 读物 . 主要 讲授 随机 这 程 论 的 基本 理论 和 方法 , 包 
括 , 基 本 概念 , 款 沦 , 马 氏 链 . 纺 过 程 ,Brown 运动 . 马 氏 过 程 .相互 作用 粒子 系 . 渗 淹 与 
点 过 程 的 数学 模型 . 扩 巩 过程 与 随机 分 析 .平稳 过 程 与 遍历 理论 等 . 

本 书 莱 顾 严格 的 数学 论证 与 锐 明 理论 的 来 源 , 背 景 及 模型 ,反映 了 近年 来 的 新 成 
果 、 观 点 与 伟 向 ,对 一 些 基本 的 经 典 问题 采用 了 新 的 处 理 方法 ， 

本 书 可 供 高 等 院 校 高 年 级 学 生 ,. 研 究 生 及 一 般 科技 工作 者 学 习 参 考 ， 


序 


如 PF 


近 三 十 年 来 ,随机 过 程 论 在 理论 与 应 用 两 方面 都 发 展 迅 速 . 学 
习 、 了 解 这 个 学 科 不 仅 对 于 概率 统计 方面 的 工作 者 是 必要 的 ,而 且 
对 数学 的 其 它 分 支 .自然 科学 .工程 技术 ,乃至 经 济 管理 等 方面 的 
学 者 及 科技 工作 者 都 是 重要 而 有 益 的 . 这 方面 的 有 关 教 材 无 论 中 
文 移 或 外 文 的 都 已 不 少 , 它 们 各 有 特色 . 在 这 众多 的 教材 出 现 之 
后 ,笔者 又 以 本 书 奉献 给 读者 ,希望 在 两 个 方面 育 其 特点 . 其 一 是 : 
过 去 的 教材 大 都 属于 两 类 之 一 ,一 类 是 严格 的 数学 论述 ; 另 一 类 偏 
重 应 用 ,但 不 求 数学 严格 性 . 本 书 力图 能 兼顾 二 者 ,一 方面 尽量 恒 
明理 论 的 来 源 , 背 景 及 模型 ; 另 一 方面 ,对 基本 的 理 沦 叉 给 出 严格 
的 数学 定义 ,定理 及 论证 ,以 期 适应 理论 与 应 用 两 方面 读者 的 需 
要 .读者 可 以 根据 自己 的 情况 各 树 所 好 ,各 取 所 需 . 本 书 筷 求 的 男 
一 点 是 :尽量 使 近年 来 随机 过 程 发 展 的 新 成 果 , 观 点 与 倾向 能 在 书 
中 有 所 反应 . 对 一 些 基本 的 经 典 问 题 ,我 们 采用 一 些 不 同 于 传统 的 
新 处 理 方法 . 例如 对 马 氏 链 转移 阵 的 极限 定理 ,我 们 采用 “耦合 ”这 
一 近年 来 应 用 较 广 的 方法 证 明 ; 又 例如 对 Brown 运动 的 许多 性 
质 ,我 们 更 多 地 利用 了 执 方 法 去 论证 等 等 .对 一 些 在 随机 过 程 论 中 
近 二 十 年 来 新 发 展 的 方向 ,如 点 过 程 .相互 作用 粒子 系统 .渗流 等 
问题 ,我们 在 第 七 章 中 作 一 点 浅显 的 介绍 ,希望 使 读者 对 这 些 领 域 
中 研究 的 模型 .思想 .问题 与 方向 的 概 盘 有 所 了 解 , 若 它 能 引起 一 
些 读者 的 兴趣 ,并 吸引 他 们 进而 去 学 习 那 里 指出 的 参考 文献 , 则 我 
们 将 为 达到 了 写作 意图 而 欣慰 . 遍历 论 是 近 十 几 年 来 发 展 很 快 , 既 
与 随机 这 程 紧密 联系 ,又 独立 于 后 者 的 一 个 数学 分 去. 本 书 第 九 章 
中 讨论 了 遍历 论 的 基本 概念 ,并 研究 了 炳 与 次 可 加 遍历 定理 . 为 了 
使 读者 更 好 地 理解 访 历 及 遍历 测度 等 基本 问题 ,我 们 在 第 三 章 马 
氏 链 的 研究 中 加 入 了 强 遍 历 性 ,以 使 读者 有 一 个 具体 的 形象 . 我 们 

了 


认为 这 些 对 于 随机 过 程 的 研究 也 是 重要 和 有 益 的 . 

本 书 希 望 对 熟悉 初等 概率 论 与 测度 论 的 该 者 尽量 做 到 自封 . 
附录 中 列 出 了 一 些 最 常用 的 测度 论 的 事实 . 由 于 篇 幅 所 限 ,我 们 略 
去 个 别 定理 的 证 明 , 或 只 指出 其 证 明 概 要 ,读者 可 和 参考 书 中 指出 的 
有 关 文 献 . 

本 书 是 由 笔者 1982 年 以 来 在 北京 大 学 及 1988 年 在 清华 大 学 
讲授 * 随 机 过程” 课程 的 讲义 改写 而 成 的 . 在 此 ,我 们 要 感谢 北京 大 
学 概率 统计 系 、 数 学 系 及 清华 大 学 数学 系 , 由 于 他 们 的 安排 与 鼓 
到 ,使 笔 考 有 机 会 完成 本 书 的 写作 ,并 在 教学 实践 中 予以 反复 使 用 
和 族 政 , 我 们 也 要 感谢 各 次 参加 听课 的 学 生 , 由 于 他 们 仔细 阅读 不 
来 的 讲义 ,提出 问题 ,使 我 们 纠正 了 不 少 不 妥 之 处 . 

我 们 符 别 要 感谢 郭 释 正 同 志 , 他 以 异常 的 耐心 ,反复 阅读 了 厌 
稿 , 提 出 了 许 狠 非常 宝贵 的 修改 意见 . 邓 迎 春 同 志 整 理 并 抄写 了 原 
稿 , 在 此 我 们 对 他 们 辛苦 而 细致 的 工作 深 表 户 意 . 

由 于 笔者 的 水 平 所 限 , 本 书 的 错误 、 缺 点 .不 要 之 处 在 所 难免 . 
我 们 囊 心 欢迎 读者 批评 指正 . 





笔 者 
1988 年 10 月 于 北大 


第 二 版 序 


在 本 书 第 二 版 中 ,我们 修改 了 第 一 版 中 出 现 的 不 少 朴 忽 或 遗 
泼 等 失误 之 处 . 再 则 ,为 了 便于 读者 与 其 它 书本 的 衔接 ,我 们 增加 
了 随机 过 程 可 分 性 的 叙述 ,并 增 列 了 一 些 与 本 书 有 关 的 参考 文献 ， 
在 本 书 的 最 后 ,我 们 增补 了 一 个 有 关 独 立 增 其 过 程 的 附录 , 在 这 个 
附录 中 ,我 们 列 出 了 独立 增 量 过 程 常用 的 一 些 事 实 以 及 稳定 过 程 
的 定义 与 例子 . 
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第 一 章 引 论 


$1 随机 过 程 的 概念 与 例子 


1， 随 机 过 程 的 概念 


考虑 一 个 概率 空间 (2, 多 ,PP 其 中 中 是 一 个 集合, 多 是 由 
如 的 某 些 子 集 所 组 成 的 一 个 o- 代 数 ,P 是 在 可 测 空间 (nn,.F) 上 定 
久 的 一 个 概率 测度 . 设 了 是 一 个 指标 集 , 又 设 有 一 族 (2, 多 ,P) 上 
的 随机 变量 $= {E(t，*) 4tET} ,形式 地 ,我 们 称 是 一 个 参数 取 
值 于 荆 的 随机 过 程 .通常 工 代 表 时 间 , 它 可 取 为 实数 集中 , 非 负 实 
数 集 R' ,整数 集 ZzZ ,或 非 负 整数 集 Z* 等 . 当 芽 取 为 情 ,R* 或 [a ,5 
(区 闻 ? 时 , 称 二 为 连续 参数 的 随机 过 程 : 当 了 取 为 Z 或 Zr 时 , 称 有 
为 离散 参数 的 随机 过 程 : 当 了 取 为 天 ,Zr (RT)" 或 (21)" 0n 守 2) 
时 ,就 称 二 为 随机 场 . 在 本 书 中 ,我 们 主要 是 研究 前 两 类 情况 . 一 般 
地 ,可 以 将 随机 过 程 的 定义 推广 ;也 就 是 说 tCz,w) 并 不 一 定 取 实 
值 ,也 可 以 取 复 值 , 启 量 值 ,甚至 可 以 取 值 于 抽象 网 可 泗 空间 
(527 3) 这 里 2 称 为 随机 过 程 的 状态 宝 闻 . 这 样 随机 过 程 可 以 
一 般 地 定义 为 {8, 多 ,PP) 上 的 一 族 以 了 为 指标 集 的 随机 元 
二 {ET}), 其 中 对 园 定 的 1,$(，，) 是 一 个 随机 元 ( 即 
SG， ) 是 (0 多 ?到 某 个 可 测 空 间 (252 ,3 的 一 个 可 测 映射 ). 作为 
特例 一刀, 全 = .3 (一 元 Borel 集 类 ) 与 r= 二 CCC 为 复数 集 )， 
3 一 用 ce( 复 数 的 Borel 域 ) 分 别 是 Ed 。) 为 实 的 随机 变量 与 复 的 
随机 变量 的 情况 . 

有 时 从 另 一 个 角度 来 看 随 视 过 程 是 很 有 益 的 ,这 就 是 把 £ 当 
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成 十 XxX 到 7 的 映射 ,使 得 对 固定 的 1 了 ,$C(,，*) 是 (人 ,入 ) 到 
《2522 的 可 测 变 摘 ; 而 国定 ED 时 ,2+ ,ww) 蚌 ~- 个 开 上 的 妙 
数 , 若 令 外 是 丁 上 取 慎 于 3” 的 函数 所 组 成 的 空间 ,也 是 (0, 隐 ) 
到 义 的 映射 ,在 不 同 的 条 件 下 ,及 可 以 是 各 种 不 同 的 函数 空间 . 在 
一 定 的 意义 下 ,随机 过 程 的 基础 理论 可 以 说 且 薄 数 空间 上 的 测度 
论 . 当然 ,离开 了 概率 思想 和 模型 ,忽视 随机 过 程 的 物理 .工程 .经 
济 等 实际 背景 ,片面 地 把 它 当 作 测 度 论 ,随机 过 程 的 研究 就 会 失去 
动力 ,方向 及 直观 启发 的 光华 。 


23， 例 


在 实际 向 题 中 ,往往 一 开始 并 不 清楚 有 一 个 概率 空间 (0,.F， 
已)* 面 只 是 从 直观 上 看 到 一 族 “ 随 机 地 ?变化 的 量 . 这 并 非 意 味 着 
我 们 已 经 有 了 一 族 随 机 变量 ,或 者 随机 这 程 ,因为 贿 机 变量 与 随机 
过程 都 必须 在 一 个 概率 空间 中 来 谈 . 然而 ,通过 分 析 , 往 往 可 以 知 
道上 述 那 族 “ 随 机 地 ”变化 的 量 中 任意 有 限 个 的 联合 分 布 . 当 全 是 
有 限 集 ,这 意味 着 已 知 这 族 “ 随 机 量 ” 的 联合 分 布 .这 时 ,由 标准 的 
涉 理 方 法 ,容易 枸 复 一 个 概率 空 铅 及 其 上 的 一 族 以 了 为 参数 集 
(有 限 ) 的 随机 变量 ,使 得 它们 的 联合 分 布 正 是 前 面 说 的 那个 由 直 
观 得 到 的 分 布 . 这 样 ,我 们 就 将 直观 上 看 到 的 那 族 “ 随 机 量 ” 纳 入 严 
格 的 数学 模型 ,因而 可 以 由 此 进一步 作 数 学 的 演绎 与 论证 .但 是 ， 
一 般 我 们 真正 有 兴趣 的 本 是 无 限 集 , 这 时 构 浊 慨 率 空 间 (n,. 久 ， 
己 ) 就 不 那么 简单 了 . 下 面 我 们 先 来 考察 一 些 例子 ,以 期 使 读者 能 
对 上 述 将 实际 问题 如 何 化 为 随机 过 程 的 模 列 的 过 程 有 所 感 过 ; 然 
后 ,再 在 理论 上 论证 这 种 做 法 的 可 能 性 与 合理 性 ， 

例 1CBernoulli 序列 ) 某 人 从 装 有 M 个 红 球 和 N 个 白 球 的 
伐 中 ,重复 作 放 回 抽取 . 车 将 折 到 红 球 记 为 0, 白 球 记 为 1 ,那么 每 
次 的 抽取 结果 是 随机 的 . 不 难看 出 第 n,m，… 次 的 结果 依次 是 
42990 一 人 或 1) 的 概率 汶 . 

Pa tog eat ba) ， C1.1Y 


2 


= 


其 中 
pW 1 一 

要 把 这 个 问题 纳入 上 述 框 某 ， 就 是 要 由 此 定义 一 个 概率 空间 
(2， 信 ，P)， 及 其 上 的 随机 变量 序列 (1, *， DC(2，*) 
En 。),-…, 使 得 对 任意 :个 整数 nop 中 的 
联合 分 布 如 但.1) 所 规定 . 为 此 , 令 

= {ram id CO — O017 1;. 

由 下 节 的 定理 可 知 ， 存在 唯一 的 一 个 概率 测度 了 ,使 得 对 一 切 
s 字 1, 一 0 或 1 的 各 种 可 能 ;下 式 成 汇 : 

Plfw= 四 
人 (1.2) 
邻 多 蚌 虽 的 全 体 柱 集 生成 的 代数 ,于 是 , 若 在 (aa, 多 ,P) 上 证 
区 


一 放下 


#8 mw) = EZ), 
则 5= {E(t，* )1tEZ1'}) 就 是 用 来 表达 各 次 抽取 结果 的 随机 变量 
访 . 
例 2( 随 机 徘徊 ) 在 上 例 中 ,车 有 某 人 在 一 个 直线 格子 点 上 ， 
大 原点 出 发 , 按 每 次 抽取 的 结果 是 白 或 红 而 决定 向 前 或 向 后 走 一 
步 ,我 们 则 称 此 人 在 作 随 机 徘徊 . 若 将 此 人 在 时 刻 上 所 在 的 格 点 的 
坐标 记 为 卫 (t，，), 易 知 


Ri) = T2800) — 1) G1), XO,w) = 0, 
六 二 { 避 t 人 0 二 041;2,-…} 也 是 (和 WF ,PY 上 的 一 个 随机 过 程 ， 
众 3(Poisson 过 程 ) 考虑 盖 克 计数 器 接收 随机 的 字 宙 射线 


粒子 , 记 在 时 间 区 间 (0,tj 中 所 接收 到 前 粒子 总 数 为 总, 可 以 看 出 
{ 信 尘 忆 [0;c0)} (三 0, 使 P( 关 0) 半 0) 是 一 族 随 机 地 变化 的 








人 0 和 ,一 mm,") 等 ,以 后 不 壮 声 明 ， 





量 , 市 且 

1》 在 不 相交 的 任意 有 限 个 区 间 中 所 接收 到 的 粒子 数 是 相互 
独立 的 ; | 

2» 在 对 守 十 站] 中 所 接收 的 粒子 数 CO 的 分 布 应 与 t 无 
关 ; 

3) 在 (z,1 十 中 所 接收 的 粒子 数 超过 1 的 概率 是 oth) Ch 一 
0 ,而 且 有 限时 间 只 能 接收 有 限 个 粒子 . 

下 面 , 我 们 将 由 这 三 个 基本 假定 出 发 来 算出 pn (2 人 PP(&. 一 
1). 显然 由 1),2) 与 3), 我 们 有 : 


了 pkzt) 一 1; 《1.3) 
za(0 一 1， zs(0) 一 0 (m1)s (C1.4) 
pet th)= PEs = 0) = P(E = 0,60 m= 人 0) 
= POC= OPEs Ct = 0) 
= polt) polh)s (1. 5) 
Puatt + h) = palt) poth) + pr_1 OP CA) + ok}. (1.6) 
由 条 件 1 一 3) ,可 以 证 明 ( 见 习题 4) 
0< ae lim 二 < 一 十 cc. 
于 是 ,由 (1.5) 与 (1, 6) 易 得 


op 一 一 Apolt), (1.7) 
ope =— Apn tlt) + zt) (1.8) 
解 带 初始 条 件 (1. 4) 的 微分 方程 (1. 7) 与 (1. 8) 可 得 
PD) 一 ev 和 人 一 人 er Onl), 


这 里 的 A 称 为 Poisson 过 程 的 强度 参数 ， 从 而 由 总 一 Li] 

& 一 上 相互 独立 [( 即 条 件 1)) ,容易 求 出 的 联合 分 

布 . 由 这 些 联合 分 布 进一步 构 遗 概率 空间 与 随机 变量 的 问题 将 在 
二 





和 1.2 中 统一 地 解决 . 
例 4(Brown 运动 ) 一 个 粒子 在 直线 上 随机 地 运动 ,将 其 在 
时 刻 1 的 位 园 记 为 B.. 设 
1) 粒子 在 任意 有 限 个 互 不 相交 的 时 间 区 间 上 的 位 移 都 祖 互 
独立 . 不 失 一 般 性 ,不 妨 设 再 一 0; 
2》 B44 一 B, 的 分 布 与 i 无 闫 ,有 具有 和 零 均 值 ,而 且 
lim 匹 1B 一 Be 大 一 0 (1. 9) 
3) 作为 竹子 的 位 置 B., 它 应 对 :连续 . 
从 上 面 的 假设 1) 与 2) ,容易 看 出 
ElIBlS E(B| V 1 EB| v1) 
< 二 再 六 | < oo. 
然而 , 若 记 ate) 二 |B,j?, 利 用 2} 得 到 
latt) — ots)| ENB, — BY)B, + B,)| 
[EIB — BNC2EIB,N + 2E1B.1) 上 EB 
< /TLEIB, ~ BN EIB,— BI"(i)) 
x 【五 | 召 , | 十 巨 |1B,j2) 革 
"0 (ss- 人 0), 
这 就 得 到 了 o(2) 对 :的 连续 性 , 此 外 ,我 们 还 有 
of ss} EIB,,,|’ 
一 ElB.,~ Bl:+2EL(B,,.—B)(B.—B)]+EIDB,|’ 
= o03) + olf). 
这 样 , 我 们 就 有 
di) = at. 
取 适 当 的 单位 ,可 得 4 二 1, 这 就 有 a(t) 二 i. 
现在 我 们 来 考查 B.4, 一 B, 的 分 布 , 令 
Pls ,A) 一 Elets hi), 
南 1) ,我 们 有 


人 十 Ss) -一 ts 一 Ele"s . er — 1)] 
= Ee) Ee ss — 1) 
一 gt A Ece ss: — 1). 





出 于 
， Tw 
e 二 村 包 十 序 十 cz， 
其 中 
eto) | 委 常 数 ，12713， 
我 们 可 以 看 出 
Ele 1) 一 MEB 一 SAEB FF ECB)) 
一 0 一 3 十 ECAB,)). 
但 由 1.9 可 以 得 到 
SCcGCBDy 0 
号 村 
从 而 
39 jml 
a (£34) = lim 3 (ops) — At A)) 
-1 
一 于 下 PC 人)， 
可 网 
AA) 一 One- 旦 
又 由 于 
POA = Ele "BB) 一 了， 
就 有 
F(t A) =e-Y, 
1 -了 
即 B,C— 8B, i 
的 分 布 为 -7 
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这 样 ,我 们 便 由 1) ,得 到 B,，…,B, 的 联合 分 布 密 度 是 


1 | x (zs X10 


+" 21£ tz— 
TE C2rc, 一 总 六 站 


记 二 1 











exp 


{TCO— Te | 
En tn! 上 | ” 


十 … 十 
其 中 一 0.0< 有 < 一 < 

Browa 运动 是 一 个 于 分 重要 的 连续 时 间 与 连续 状态 空间 的 
随机 过 程 的 例子 . 很 多 重要 的 随机 过 程 都 可 以 看 成 是 它 在 某 种 意 
义 下 的 泛 函 或 推广 ,因而 ,在 第 四 章 中 ,我 们 将 进一步 研究 它 ， 

从 上 面 各 例 , 可 以 看 到 ,要 把 实际 问题 纳入 我 们 在 本 节 一 开始 
提出 的 随机 这 程 这 一 概率 模型 ,首先 就 必须 设法 建立 一 个 概率 空 
间 CR,. 入 ,PP) 及 其 上 的 一 族 随机 元 ,使 得 这 族 随 机 元 中 的 任何 有 
限 个 的 联合 分 布 都 与 我 们 在 初步 直观 分 析 中 所 得 到 的 那些 相隔 ， 
一 般 来 说 ,只 着 不 蕉 得 到 (例如 取 中 一 2 ,主要 难点 在 PP 的 构造 . 
再 则 ,由 于 在 实际 问题 中 , 像 前 面 所 举 的 那些 鲍 子 一 样 ， 一 般 我 们 
只 能 知道 一 些 有 限 维 分 布 ,为 了 保证 三 由 这 些 有 限 维 分 布 唯一 决 
定 , 我们 常 取 中 有 限 维 柱 集 所 张 成 的 最 小 二 代数 ( 记 为 o{ 柱 
集 )) 作 为 到 ， 


3 2 Kolmogorov 定理 与 可 分 人 性 


1.， KolmogoroY 定理 


本 节 的 定理 从 理论 上 证 明了 工段 所 希望 找到 的 概率 测度 P 
的 存在 性 . 
设 有 CD, 于 ,P} 上 取 值 二 状态 空间 (57,3) 的 随机 过程 
从 (t， DtET}, 对 任意 的 正 整 数 n 及 trot 马丁 ,随机 元 
CC) 的 概率 分 布 (或 者 说 并， ，) ,E(t *)， 
了 





的 联合 分 布 ?就 是 (Sm , 飞 ? 上 的 概率 测度 pp (+ 2》: 
Pr BY 会 忆 (人 :0 0m) ,Fh 0)) € B}), 

其 中 BEF. 我 们 称 pC， ) 为 8 在 “时 齐 "h ts，*…, 志 的 边缘 测 
度 . 显然 ,边缘 测度 族 {p, .oC*)in 庆 11049… stsET 且 互 不 相同 } 
具有 以 下 性 质 : 

KD) pon BXE) PB) ,其 中 BED, 

下 .23) 设 有 {1,2.,} 的 一 个 排列 看 2) ; 令 pp 为 如 下 
集合 变换 : | 

2B 全 (Cx, ri si ) ri) EE B}, 

则 Pn BY) = po ns PB)). 


我 们 称 条 件 1) 与 2) 为 Kolmogorov 相 容 性 条 件 , 我 们 现在 要 
讨论 问题 的 反面 :给 定 了 满足 下. 1) 与 KK. 2 的 一 族 分 布 ,是 否 一 
定 可 以 找到 概率 测度 PP 使 KK,1) 与 天 .2) 在 PP 下 满足 呢 ? 下 面 的 定 
理 对 此 间 题 作 了 肯定 的 回答 . 

设 是 一 个 完备 可 分 度量 空间 , 王 是 由 57 的 开 子 集 所 生成 
的 最 小 -代数 C57,) 也 称 Polish 空间 ) ,2"' 是 57 的 开 集 所 生成 
的 or- 代数 ， 

我 们 称 下 面 这 样 的 集会 为 柱 集 ， 

Cr 全 w= (HET ET (ws) € B}, 
其 中 BE€E 信 ,而 二 1…… 太 七 T 且 彼此 不 同 . 令 
= CBB EDY ET 彼此 不 同 ,n 1 
取 全 一 5， Fo ol)., 

下 面 的 Koimogerov 定理 给 出 了 由 有 限 维 联合 分 布 族 构造 
,多 ?上 测度 PP 的 方法 . 

定理 1.1(KolmogoroY) 设 7 是 一 个 完备 可 分 可 测度 量 空 
间 即 Polish 空间 ,概率 分 布 族 

{pod 全 1,Y mt ET 繁 此 不 同 } 
讲 足 天 .了 与 天. 2)》, 则 存在 (8 多) 上 唯一 的 概率 测度 P, 合 得 
8 





Plw= (wt E Tle ym) EB)= poe (BY (1.10) 
对 一 切 * 茸 1 ,后 此 不 同 的 让， 二 后 了 ,以 及 BE 信者 成立 . 
证 明 事实 上 ,天 .1) 与 天. 2) 和 保证 了 (1.10) 式 可 以 泡 牙 上 盾 地 
在 客 上 和 是 义 瞧 一 一 个 有 限 可 吉 集 侣 函数 ,我 们 仍 将 它 记 为 
PC。). 叉 因为 客 是 半 环 ,如 果 我 们 能 证 明 这 个 集合 沙 数 是 o- 可 
加 的 ,那么 由 测度 的 扩张 定理 ,立即 可 以 得 到 al) 上 唯一 的 概率 
测度 ,使 得 (1. 190) 成立 . 
为 证 明 地 可 加 性 ,只 需 证 明 : 若 有 CE 容 ,Coy 茹 , 则 
limP(C,) = 0. Cl, 11) 
事实 上 ,由 于 {C,} 的 金 体 最 多 只 涉及 可 列 个 工 中 的 指标 , 设 
它们 是 ( to. sf) ;又 由 于 低 维 柱 集 也 是 高 维 柱 集 , 不 兴 一 般 
性 ,我 们 不 妨 设 
(一 
设 51. 11) 不 成 立 , 则 不 妨 设 
PCJ 六 em0 (31)， 


我 们 将 证 明 个 和 天 多 . 若 C 是 紧 集 ,显然 门 C, 关 多 .由 于 妃 ,是 


?8 元 Borel 和 集 , 因 而 存在 紧 集 玫 , 必 B,, 使 
pr (Bs, — RK) < 5 (1. 12) 


这 是 定理 6. 16( 见 247 页 ) 的 特例 >. 
念 卫 一 [o 一 (和 全 Tim) 拒 天 ,为 了 使 DD, 单调， 
令 
五 .一 ITm = Ht Coo ses) EK,} 
El 
= {ws 0 ) € TIE, x Se 0 
7 一 】 


那么 , 己 ( 万 ,) > 记 >0. 这 是 因为 由 61,.12), 我 们 有 





PG, 一 DY) Fr 





PCC — By > PC — DY) SE 2 PC — DD SE 
二 


下 


< ( 当 是 委 基 时 :CC Co， 


于 是 

PB,) > PC) 一 PC, — DD) =>0, 
这 样 由 紧 集 列 户 ,y ,就 得 到 门 C, 过门 访 关 名 . 另 一 方面 ,由 于 
沼 是 一 个 半 环 ,多 是 它 所 张 成 的 最 小 5- 代数 ,由 兴 环 到 o- 民 数 测 
度 扩 张 的 唯一 性 ,就 知道 本 定理 中 的 测度 己 是 唯一 的 ,人 

由 Kolimogorov 定理 立 肇 可知: 由 例 1 一 4 中 所 得 到 的 各 有 限 
维 分布 族 ,都 可 以 分 别 定 文 概率 空间 (2, 安 ,P), 为 此 只 需 在 例 1 
中 到 2 一 {10,17 ;在 例 2 中 取 吕 一 三 ; 例 3 中 取 0 一 (2 而 在 例 
4 中 取 呈 一 玉 《前 二 鲍 中 了 一 Z+ ,后 二 例 中 了 一 R+). 再 取 多 二 B21 
为 相应 的 福 集 生成 的 z- 代 数 就 可 按 Kolmogorov 定理 得 到 PP, 进 
而 令 














F000 = (w= {wt € TH), 
就 得 到 了 所 要 求 的 随机 过 程 ,它们 的 有 限 维 分 布 族 分 别 符合 直观 
分 析 所 得 到 的 结果 . 这 样 ,我 们 就 将 要 研究 的 实际 问题 纳入 了 严格 
的 概率 模型 . 
注 : 如 (27 ,3 为 Radon 可 铀 空间 . 即 它 可 测 同 构 于 Polish 空间 的 一 个 
普通 可 测 集 ( 对 开 集 生成 的 o- 代 数 的 任意 一 个 概率 测度 的 完备 化 so- 代数 都 
可 测 的 集 ), 则 定理 仍然 成 立 [Yns], 


2， 可 分 性 及 过 程 的 罗 道 


Kolmogorov 定理 虽然 为 我 们 提供 了 一 个 由 有 限 维 分 布 去 构 
造 随 机 过 程 的 很 一 般 的 方法 ,但 是 这 样 的 构 斗 有 一 个 缺陷 , 那 就 是 
10 





相对 于 到 来 说 ,由 全 体 柱 集 生 成 的 于 代数 络 7 本 小 了 ,以 致 像 
sup 名 这样 简 单 而 与 过 程 直 接 有 关 的 基 都 未 必 多 ”可 测 " 因 而 就 
不 是 (8 ,用 ")? 上 的 随机 变量 ). 这 是 因为 它 基 由 不 村 列 个 随机 变量 
决定 的 ,而 一 般 地 ,我 们 只 能 保证 可 列 个 随机 变量 的 Borel 函数 仍 
为 随机 变量 :这样 着 来 ,在 上 上面 所 定义 的 随机 过程 框架 中 ,在 考虑 
与 过 程 轨 道 的 连续 性 或 极限 性 质 有 关 的 集合 时 ,就 无 法 定义 这 区 
集合 的 概率 , 搓 陪 这 种 困难 最 简单 的 办 法 是 :对 分 布 相同 的 两 个 随 
机 过 程 不 加 区 分 ,并 且 在 这 种 等 价 类 中 “ 找 ” 一 个 “好 ”的 代表 . 这 种 
"好 ”的 代表 就 是 (对 周 售 类) 可 分 的 过 程 . 它 的 原始 想法 是 ;为 了 使 
Sub 这 -- 类 过 程 纪 的 蓝 数 仍 是 一 个 随机 变量 ,最 简单 的 办 法 是 
要 求 {ka) 5 ET 门 Lea ,后 ) 只 由 可 列 个 随机 变量 所 央 定 ,确切 地 
为 : 

定义 (可 分 性 ) 随机 过 程 人 ET) 称 为 可 分 的 ,如 果 存 在 P 
零 测 集 NW 及 工 的 可 列子 集 5, 使 对 于 任意 开 区 间 了 及 任意 团 集 
下 , 恒 有 

{EEFESNMNINNMNGE FIETNI}CN. 
风 , 当 二 可 分 时 (不 妨 假定 了 三 瑟 ) 有 
Sup e， Li a.e- 27 可 测 ， 


tE ta 


因而 它们 可 以 看 成 随机 变量 类 似 地 limé, 与 limé, 也 是 随机 变量 ， 


可 分 性 的 限制 兽 广泛 流行 ， 成 为 随机 过 程 论 中 很 基本 的 要 求 ， 
其 原因 在 于 有 以 下 的 修正 定理 [Doj,[Lo],[Ws]; 

定理 (可 分 收 正 ) 任意 一 个 随机 过 程 全 :1E€T')} 必 定 存在 一 
个 可 分 的 随机 过 程 信 :iET 工 } ,使 得 

Plwsétw) = Ew) =1 (VieT). 

显然 上 与 六 有 同样 的 有 限 维 分 布 ,因而 分 布 律 相亲. 

自 六 十 年 代 以 大 ,人 们 常常 希望 从 有 限 维 分 布 直接 构造 具有 
良好 的 轨道 性 质 的 过 程 ( 例 如 连续 轨道 , 右 连 续 量 有 左 极 限 ( 右 连 
堪 极 ? 的 轨道 ,阶梯 轨道 ,等 等 ). 事实 上 ,分 布 律 会 对 轨道 性 质 有 一 
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定 的 限制 ,但 蚌 叉 不 能 决定 轨道 性 质 ( 参 见 第 五 章 32 例 1 与 柄 
2) ,所 以 有 许多 学 者 对 于 一 些 特殊 的 有 限 维 分 布 , 设 法 直接 梅 造 性 
质 好 的 过 程 (其 实质 是 缩小 概率 样本 空间 8 一 RD), 例如 页 iener 对 
于 了 Brown 分 布 ( 见 第 五 章 } 就 直接 在 全 部 连续 中 数组 成 的 空间 上 
构造 过 程 ,给 出 了 著名 的 Wiener 测度 . 本 书 第 六 章 83 就 是 对 
Markov 这 程 直接 去 构造 轨道 连续 的 或 轨道 右 连 左 极 的 过 程 . 本 
书 中 我 们 采取 上 述 的 观点 ,故而 对 可 分 修正 定理 不 去 证 明 , 对 可 分 
性 也 不 再 论 及 . 


3 推移 算 子 


不 妨 设 52, 多 ) 为 (5 于). 我 们 假定 了 对 加 法 封闭 . 定义 
S597 算 子 让 :对 YwER', 令 0'w 为 35 中 满足 下 式 的 元 素 ， 
(00), 一 wh ( 设 w = (mi 人 了)). 
易 风 是 了 一 了 2 的 可 测 蜡 射 , 且 满 足 
Pts 一 On o Hs. 
8 可 以 导出 一 个 了 一 27 的 集合 算 子 , 记 成 2 ,其 定义 为 :对 于 
Vat EET,BED, 
有 所 号 | 三 {C60 ps se) 8B}, 
最 后 ,86 可 以 导出 一 个 了 可 测 靖 数 上 的 算 子 . 设 ff 为 习 可 
测 ,我 们 定义 
Of Ow 9 fw, re “es). 
叉车 # 是 保 测 的 , 盈 (8 -7 。 已 一 忆 , 则 这 个 定义 在 不 计 零 测 集 的 
差异 下 也 是 合理 的 . 我 们 说 明 如 下 , 设 
fw 一 多 [ti fe, 
我 们 来 证 明 它们 用 6‘ 推移 后 仍 (a. e. ) 相 等 , 记 
k= fw ss se) — 有 (ai yd so ), 
那 末 对 于 任意 AE€© 玉 应 有 
jenap=| natP.e- 0. 
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因此 
人 下 一 站 ae.， 


即 :fF = Og .ee， 
$ 3 独立 增 量 过 程 与 蒜 


1， 独 立 增 量 这 程 


在 $1.1 的 例子 中 ,随机 徘 向 .Poisson 过 程 .Brown 运动 都 有 
一 个 共同 特点 , 那 就 是 ;在 互 不 相交 的 若干 个 参数 区 间 上 ,过 程 的 
增 量 相 互 独 立 . 具有 这 个 性 质 的 随机 过 程 叫 独立 增 量 过 程 , 严格 定 
必 如 下 : 

定义 1.1( 独 立 增 量 过 程 ) 设 指 标 集 了 是 R,Z 或 它们 与 其 
个 区 间 的 充 ,2 一 4 人 "2 和 ET 是 概率 空间 (2, 多 ,PP 上 的 实 值 
《或 复 值 ) 随 宙 过 程 . 我 们 称 为 一 个 独立 增 量 过 程 , 如 对 任意 的 加 
tT 

Eftor IEC *) — Ertor sse Ft +) — E04, 1, =) 
都 相互 独立 . 及 车 还 对 < 十 hET, 有 (ti 十 Ah 一 EC ，* ) 的 分 
布 与 + 无关, 贡 称 是 一 个 时 齐 的 独立 增 其 过程， 

事实 上 , 当 了 一 Z+ 时 ,一 个 独立 增 量 过 程 就 是 一 列 相互 独立 
随 视 变量 的 部 分 和 (简称 为 独立 和 ); 而 时 齐 的 独立 增 量 过 程 就 是 
相互 独立 同 分 布 序列 (简称 为 1.i.d, 序列 ?的 部 分 和 . 

数学 期 望 有 限 的 独立 增 量 过 程 具有 以 下 两 个 重要 性 质 ， 

1) 设 ECé(t ?2 二 00VEET), 久 =o (uw) ns ET WY 
对 Ys<tET, 等 式 

Elf) | .宏一 二 (so CM) 
成 立 , 这 是 因为 
EléCG ,m1 E(t em) — S50) 1B,) 十 下 (全 (so |B,) 
一 再 (全 人 — (5.0)) + C5) = és ,wm). 
13 


2) 对 Ys<ci, 尼 的 Borel 子 集 五 及 Borel 可 测 函 数 上 
三 (Et 人) E BI) = PEG €E BIéCGs, :}), (1.13) 
及 ECFCEC mw) 1B) = EC EG) ) Eds, +)). 
这 是 因为 P&C,w)EBIF,) 一 E(tla(ECw))|. 当 ,), 而 且 
ECFEQG wD ) = ECFCUECG ,ww) — Els se)) 十 二 (ro |],) 
= E(FCE ,0) — é(8000) 十 a | | eco.wm 
一 EC(f(éCtt ,mY 一 二 (so) 十 Be 
= ECFCéC ,a)) |2Cs，。)). (1. 14) 
如 果 我 们 推广 独立 增 基 过 程 为 一 般 可 积 过 程 ,我 们 就 称 保 持 
1) 的 过 程 为 鞍 ;保持 性 质 2 的 过 程 为 马 氏 过 程 (Markov 过 程 ). 1) 
与 2) 往 后 分 别称 为 靳 性 与 马 氏 性 . 


2， 灶 


设 上 (8 ET}CT 可 以 是 中,Z 或 它们 的 子 集 ) 是 概率 
空间 (有 2, 玉 ,P) 上 的 一 个 实 值 (或 复 值 ) 随 机 过 程 ; 又 设 {( 守 ,ftET} 
是 一 族 非 降 的 多 的 子 o- 人 代数, 使 得 YiE TC,，，) EE. 久 (有 即 
EC ) 关 于 字 , 可 测 ) ,这 时 称 对 {多} 适应. 

定 光 12( 蒜 ) 1 人 ), 久 ,:tET} 称 为 一 个 革 , 如 果 对 Ys 所 
ET,EIA |< 之 十 oo ,而且 下 式 成 立 ， 

M.1) Ee(G,w) | = ,0). 
特别 , 当 

,= ou us (YsETY (1, 15) 
时 , 则 简称 £= {G4 ) ;ftETI 蚌 一 个 梁 . 

命题 1.2 在 条 件 (1.15? 下 ,M.1) 等 价 于 

md 2) Yim 全 了， 

ELE 1 0) ECE oe EC 0)) = 08,50). 
特别 地 , 当 卫 =Z21 时 , 茶 件 MM,2) 叉 可 简体 为 ; 

df. 3) 对 一 切 n 守 0， 

EléCn + lm) |ECO, DnsEtn, 一 二 (om)。 
14 





证 明星 然 邮 . 1) 草 含 MM. 2), 现在 我 们 来 证 其 反面 . 当 M. 2) 
成 立时 ,就 有 
ECéCttiris tw) la Cw)) = ECeC, oo)La(w) 《1. 16) 
对 一 切 BE acl) EC 7 成立 ,这 里 
1， wtEB; 
0， wtEB, 
为 证 M.1), 只 权证 明 (1.16) 对 一 切 BE 多 ,都 成 立 . 为 此 ,我 们 采 
用 测度 论 的 典型 方法 . 令 
{BE 多 ,iB 使 (1.16) 成 了 并}. 
显然 .wf 包含 多 ,中 的 任何 有 限 维 柱 集 , 即 罕 站 多.C- 吧 ,而 宏 站 
多 ,是 一 个 天 系 3 另 一 方面 ,容易 验证 -wf 是 一 个 d- 系 集 类 ,因而 
- 寻 包 含 客 门 多 ,的 最 小 弛 扩张 了 ( 窑 门 . .于 是 我 们 得 到 
FO DAdE NN FF) Do NF,) =F,, 
即 多 .一 .sz 这样 ,(1.16) 对 VE 多 ,成立 ,也 就 是 M.1) 成 立 . 
当 了 一 2+ ,由 对. 3) 我们 可 以 得 到 
EC + mm) | ) 
= EECétn 十 mwa) CO oO) vee tOm 二 21) | ) 
~ Em m1, |,) 
= Ea mo 0 | = 
= Elm no nw |,) = mw), 
即 MM. 1) 成 立 . ‖ 
徐 易 看 出 ,所 有 询 值 范 数 恒 等 于 常数 的 实 值 独立 增 基 过 程 都 
是 鞭 , 但 上 反之 不 然 ,这 是 因为 
ELE(t + sy) |) = EE sm) 一 Hs sm) | + Esew), 
当 信 (1，* )} 是 均值 定常 的 独立 增 量 过 程 时 ,上 式 右 端 第 一 项 为 0， 
但 当 第 一 项 海 0 时 , 却 不 一 定 有 &( 十 sw) 一 (5 ,w) 与 史 , 独 了 这. 
于是 一 种 十 分 基本 调 丸 重要 的 随机 过 程 , 它 有 许多 十 分 好 的 
性 质 ,在 现代 概率 论 中 , 它 已 成 为 各 领域 共同 的 常用 基本 工具 .第 
二 章 将 专门 讨论 这 种 过 程 ， 


latw) 之 
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3， 独 立 增 量 过 程 的 性 质 简 述 ,稳定 过 程 


独立 增 量 过 程 并 不 一 定 都 是 靳 (参见 第 五 章 $2 例 1 中 的 
Cauchy 过程 ) ,对 这 些 过 程 ,下 一 章 招 论 的 结果 就 不 适用 了 . 但 是 ， 
独立 增 量 性 是 很 强 的 , 它 相当 于 “人 连续 情形 的 独立 和 ”, 由 它 可 以 得 
到 一 系列 深入 的 性 质 , 这 方面 的 研究 到 六 十 年 代 已 成 熟 . 由 于 这 些 
研究 在 方法 上 的 特殊 性 ,再 加 上 篇 幅 又 长 ,所 以 在 本 书 中 我 们 不 单 
到 音节 详细 讨论 ,而 以 附录 的 形式 ( 深 录 1 ) 询 出 最 基本 的 结果 和 
重要 特例 . 

在 独立 增 量 过 程 中 有 一 类 很 重要 的 特例 一 一 稳定 过 程 , 它 满 
足 条 件 :存在 a>>0Ca 称 为 此 稳定 过 程 的 阶 ) ,使 对 Ye>>0 恒 有 


已 二 < 后 (< 之 。 指 同 分 布 )， 
对 于 & 1 中 例 4 的 Brown 运动 {fBireE 王 }, 显 见 有 BeiB， 


一 N00:cD , 即 玉 .二 导 B,， 可见 Brown 运动 是 2 阶 稳定 过 程 , 第 五 
章 8 2 例 1 中 的 Cauchy 过 程 是 1 阶 稳定 过 程 . 关于 稳定 过 程 的 一 
些 事实 参见 附录 . 





84 Markov 过 程 ( 马 氏 过 程 ) 


正如 前 面 几 个 例子 所 展示 的 那样 ,有 一 类 过 程 具 有 无 后 效 性 ， 
也 就 是 在 已 知 过 程 的 现在 的 取 值 的 条 件 下 , 它 将 来 的 统计 规律 与 
它 的 过 去 无 关 , 这 也 叫做 马 氏 性 . 

设 工 是 一 个 有 序 集 . 

定 必 1. 3(Markov 过 程 ) 设 育 概率 空间 (2, 多,P) 上 的 以 
《2 23) 为 状态 空间 的 随机 过 程 = {G52ET}) ,及 .9 的 一 族 
子 o- 代 数 {.F ;ftET} 使 对 Yet. 久 ,C.F 设 对 {FytET} 是 笑 
应 的 ,这 时 ,我 们 称 (0, 多 ,P,#, {多 ,}) 是 一 个 以 {多} 为 参考 so- 代 
数 族 的 马 氏 过 程 ,如 果 对 Ys<tET,BE 芋 ,都 有 下 式 成 立 ， 
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亲民 ,1 》 Plwst (to EB FY)—P ot NE BE » )). 
J4KK.1) 叉 称 为 号 氏 性 . 

特别 , 当 .多 ;一 aeta JiastIYEET 7) 时, 则 称 二 是 (0 到 ， 
已 ?上 欧 马 氏 过 程 ， 

命题 1.3 上 是 (和 多.P? 上 的 一 个 马 氏 过 程 , 当 凡 仅 当 对 Vn 
蒂 1 及 ccct ET 都 有 下 式 成 立 : 

ME.2) 下 全 (ii 的 和 号 | 有 Et)) 

PEG EBIEG,, + ))., 

证 明 在 有 ,= 一 age zsSti 时 ,MK 1I) 显 然 蔓 含 
MK.2); 另 一 方面 ,用 测度 论 典 型 方法 , 仿 命 题 1. 2, 不 难 证 明 
MK.2) 也 草 售 MK.1)( 留 作 习 题 ,请 读者 自 证 ), 

命题 1.4 下 列 诸 条 件 等 价 : 

1) 是 (0,.F ,已 ) 寺 的 一 个 马 氏 过 程 ; 

2) 对 一 急 s<ET 及 有 界 实 函 数 AGE (2 3) 下 式 成 立 : 

MEK.3) ECf GEG) POREC Ew Es 7) 

3) 令 字 "二 ott(x;*， ) ;x 这 s) (将 来 的 oc 代数 ), 对 任意 有 界 实 
函数 go)E .多 ', 下 式 成 立 : 

MK.4) El(gta) lS ,=—=Eg(w) |é(s, * ))s 

4) 对 任意 有 界 实 函 数 Fe .名 ,与 g€EF'(YsET), 下 式 总 成 
立 ， 

MEK,5) EC(f Cw) gCw) eds, « )) 

— EEC) ECs * DE CgCw) | ECss » )). 

证 明 用 测度 论 的 典型 方法 可 以 证 明 1),2),3) 等 价 . 我 们 这 
里 只 以 2) 获 舍 3? 的 证 明 为 例 , 说 明 测 度 论 旧型 方法 在 此 处 的 用 
法 . 其 它 类 似 的 证 明 作 为 习题 请 读者 自己 去 证 明 ， 

当 2) 成 立 , 对 可 测 实 函数 ,EAS 了 BB) 及 过 之 ?有 

ECFE A NF) = EC SEs ) FF) 

一 再 (万 (和 EC ) (6 ) |,) 
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= EC DECFCS, ) |é. 7 总 ) 
= EC CE EC ) |. 1) 
= E(ECA CE ft | 18) 
一 EC CE yf CE )) |E). 
由 归纳 法 就 得 到 对 任意 的 六 ,太后 六 有 三 直人 
ECA CE fa ef lt |,) 
= ECf (CE, fa ) .fat, ) EY. 
特别 地 ,对 A1,-…,A,EZ, 有 
Ea CE) CE | 多) 一 下 (Ta 1a C6) 1é). 
仿 
GA {B= wit (Ww) E 4 全) 
有 
A {g(tw) EE .Sg 满足 MK. 4}}. 
显然 如 包含 光 中 集合 的 特征 函数 ,多 是 一 个 r 系 ,于 是 由 测度 
论 和 典型 方法 (定理 0.2) ,2 包 会 一 切 ec( 多 )5 一 .多 ). 可 测 阔 数 , 即 
MK. 4) 成 立 ， 
此 外 ,由 3) 可 以 证 明 4) 成 立 如 下 : 
ECfl(eg (ow) és, o)) 一 ECE(f (a) glw) |F,) Es, »)) 
~ ECf(w} Eg (Ce | ) |éCs, .)) 
= EC(f (Elg to) és, 1)) |éCs, :0)) 
= Eg eC, MOECFCw) |éCs, o)). 
又 若 将 MK. 5) 式 两 端 求 数学 期 望 就 得 到 
ECf Ce)g le)) = ECECF CW) |ECs, 2) Eg (Co) |éGs, -))) 
一 EC(ECF (ew) ECg(w) |éCs, -)) és, -))) 
= Etf(e Elta(m) |é(s, '))), 
而 这 正 是 等 式 MK. 4) 的 条 件 期 望 的 等 价 定义 . | 
由 上 面 的 讨论 ,我 们 可 以 看 出 ,对 马 氏 过 程 来 说 ,条 件 期 望族 
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it 再 (eeoengeoolstsy ) =x)} 和 初 分 布 {PCw;E00,w) EA4)) 就 天 
定 了 的 分 布 . 下面 的 命题 也 说 明了 这 点 . 但 是 ,一 般 来 说 ,对 固定 
的 AE€ 33, 条件 概率 pls ,zt,，A) 只 能 由 PP 人 或 联合 分 布 ) 对 工 几乎 
处 处 确定 ,也 就 是 有 一 个 p,(dx) 会 P&S.Edzx) 的 零 测度 的 例外 集 ， 
对 其 上 的 rptszityd) 可 以 根本 无 定 六 或 不 确定 ,而 此 例外 集 可 
因 4 不 辣 而 和 异 ; 为 此 我 们 加 上 正则 条 件 , 即 设 

{EC wen (Ww) ECs, *) = x)) 
有 一 个 好 的 版 本 , 称 为 (正则 )? 茶 件 分 布 , 记 为 

plssrsts A) A El en CH) EC， ) 一 工 )， 

它 对 A 是 测度 ,对 Cs,z,#) 可 测 . 组 记 

potA) A 己 (age0yoy EE A). 
那 末 我 们 有 

命题 1.5 对 Yn<ts 芝 ET 与 BE 分 ， 
Plows (FAE 00) Et sw) sr Es, tw) €E BY 


一 jescdz) p07 tidr) | 
x os sn ts ,La CA se Td (1.17) 


证 明 ” 先 设 BB 二 BXB,XXB,, 这 时 
Plms (FU (本 
= E(t) €E 百人 (有 ay) 全 Boy Sm) E BY 
~ E(téta wm) E BBlt(ts wm) EE Bos s 
Ett) E BelF., )) 
= Oo E(w) €E BI EC mw) E Boers 
El(SG. sw) € 再 ,| 二 


一 jdzoj eco 和 dz], ac- Ts 


— fad) [pC0sz080 4 本 六 Ye 
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x [p(t TSE Ts pt 3 ‘a ) 


再 利用 测度 论 典 型 方法 ,就 可 以 证 明 ( 民 .17) 对 ¥#YBE 成立. 引 

当 5 是 一 个 完备 可 分 可 测度 量 空间 (更 一 般 地 ,满足 定理 1. 
1 后 面 注 中 条 件 的 空间 ?时 ,我 们 可 以 找到 (参见 附录 ) 一 个 对 所 有 
在 EE 的 公共 例外 集 , 使 得 除去 此 例外 集 后 ,p(s,z11; 有 A) 对 一 切 A 
生 王 都 完全 确定 ,而 且 满 足 

TP,1) 对 固定 的 stfpgsyzity aa)) 是 (523) 上 的 一 个 概 
率 测度 ， 

TP.2) 对 固定 的 A415otyplss* 1) 为 (97 3) 可 测 丙 数 ; 

TP.3) 对 YYsrst 下 述 Kohmogoraov-Chapman 方程 成 立 : 





plssxstsAY = Jarsr dy)p ,ys A). 


定义 1. 4( 转 移 概率 族 ) 满足 汪 P.1)~TP. 3) 的 函数 族 
{ps rt AY stETAEC ETE FS) 

称 为 一 个 转移 概率 族 , 也 称 转移 函数 族 . 

一 个 自然 的 问题 是 ,给 定 一 个 转移 概率 族 , 是 和 否 可 以 构造 一 个 
蕊 氏 过 程 (0, 久 ,PP,($,F ,4t 蕊 栈 )) ,使 得 以 给 定 的 {p(s ,x;t， 
4)} 为 转移 概率 族 ? 下 面 命题 1.6 将 对 97 是 完备 可 分 度量 空间 的 
情形 ,解决 这 个 问题 . 

命题 1.6 设 (2 ,三 ) 是 一 个 完备 可 分 度量 空间 生成 的 可 测 空 
间 ; (ptsyritsA) ;stET,TE SAEZ) 是 一 个 转移 概率 旋 , 则 可 
以 构造 一 个 绥 率 空间 (0D,.F,P) 及 其 上 一 个 马 氏 过 程 = 
{E(t，，) ;zt 全 定 } 使 得 

Plwitttrw) E AléCsswm) 一 工 ) = plssxst,A). 

证 明 我 们 用 Kolmogorov 定理 来 构造 概率 空间 . 为 此 , 令 0 
二 259, 为 人 2 的 全 体 有 限 维 可 测 柱 集 类 ,多 =ot), 类似 于 
(01.17) 式 , 任 取 (27,S) 上 的 概率 测度 po dz) ,对 Y¥ zf 
ET, 及 YAE 可 , 今 
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F(A) = pscdze) {pC0wzon ,dre 


站 fa 1 sha dr da st, 
由 于 条 件 了 TP.3) 成 立 , 我 们 可 以 看 出 ,对 六 E 祖 1!， 
focazo) |pCo0.z, 网 ,dz | 


XX jec- | st dr 1 aT mpd" 村 


一 [pocazo) | pansz, rte dt | 


> | 区 -1 ,ze ) 1 站 [ 了 yw) 


因而 著 令 站 二 {Cx si Ya) 全 LR TREE EB} : 风 
一 
类 似 地 ,我 们 容易 得 到 相 容 性 条 件 下. 1) 满 足 . 再 按照 相 容 性 条 件 
乓 ， 2) 的 要 求 去 定义 尾 意 放 序 的 上 ， 的 测度 Fie *), 于 
是 按 Kolmogorov 祖 容 性 定理 (定理 1. 1) ,就 可 得 到 (从,.F) 上 的 
测度 PP. 再 令 Sa) 一 由 ,就 有 
Plws ($lti 0)s El0)) € 部) = PF, (8B) 
对 WE 二 包 及 BE 全 成 立 . 下面 我 们 来 证 明 一 全 (2,，* ) ,EE 
7} 具 有 马 氏 性 ,为 此 只 权证 明 命 题 1.3 中 MK.2) 成 立 . 守 实 土 ， 
对 YB:EP,AEZ, 和 我 们 有 
Plwséli sm) EE A, Cw) ,ee EC 0)) EE B,) 


= [pc [p00 de) pC,s users danrt) 
X lalati) ls CT sn) 

= facdzo) [pC0z ;id fp ,Tet dr) 
X la Cri T I pl Ta ts) 


一 ECls 《二 二) yt) bE st, 3 0) 51 和) 
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由 条 件 期 望 的 定义 ,这 就 是 
Plwstlts sw) 区 |) 
一 pO EC oo {1.18) 
由于 ct， DCetEtt Et 2。 )) ,对 上 式 求 
关于 sCé(G,，，)) 的 条 件 期 望 ,就 得 到 
Plwstte, ro)E A DD=pt tm tA) (1.19) 
比较 41. 187 和 (1. 19? 就 得 到 的 马 氏 性 ,以 及 它 的 转移 概率 满足 
定理 要 求 .和 
当 上 无 指 扑 结构 时 , 《57 只 是 一 个 可 测 空 间 , 是 否 仍 然 
可 设法 由 转移 概率 旋 {p(s,x;t,A)) 定 义 马 氏 过 程 呢 ? 下 面 的 Tul- 
cea 定理 问答 了 这 一 问题 . 为 了 使 Tulcea 定理 的 实质 更 清闲 ,我们 
给 出 推广 的 Tuleea 定理 ,当然 后 者 还 可 以 有 更 广泛 的 应 用 ， 
在 证 明 Kolmogroy 相 窜 性 定理 时 ,定义 字 上 的 有 限 可 加 非 
负 和 集合 函数 并 不 涉及 37 的 拓扑 性 质 . 可见 要 害 是 容 上 的 这 个 非 
负 和 集合 函数 的 完全 可 吉 性 . 为 此 ,只 种 对 集合 列 {C,} (cy ,得 
了 (CJ) 之 e (Yn 写 了 )) ,去 提出 {CJ 中 的 一 个 公共 点 , 当 经 中 有 折 扑 
时 ,我 们 利用 非 空 紧 集 设法 去 “ 套 出 ”这 个 公共 点 . 现在 ,我 们 的 多 
中 没有 拓扑 ,但 如 果 我 们 能 乒 出 一 列 
Ww" 一 《ol as yy sa) EE Cs 
那么 抽 对 和 角 线 子 列 就 得 到 
EC, (Yn 1). 
这 是 因为 对 C. 中 的 本 一 点 wr 二 Cy) ,使 
A A = Ol nn}, 
必 有 4.(or CC 因为 C, 是 柱 集 ). 于 是 名 E 4,(orCC， 
事实 上 , 马 氏 性 在 构造 过 程 中 并 不 重要 ,只 要 给 定 条 件 分 布 族 
{Qteai4 中 , 即 可 构造 概率 空间 及 其 上 抑 坐 标 过 程 . 这 里 
Qn,wA) 一 百 (14(ow)| .天 ，)， {1. 20) 
有 EF 而 字 , 二 前 个 坐标 的 柱 集 生成 的 o- 代 数 . 
我 们 还 可 以 卷 虚 更 一 般 的 情况 , 即 不 一 定 是 习 积 空间 ,. 多 ， 
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也 不 一 定 是 前 = 个 举 标 的 柱 集 类 ， 一般 地 考虑 一 个 可 测 空 间 
(只 , 多 ) 及 如 人 4. 20 那样 的 一 疙 条 件 概率 , 这 样 ,不 仅 能 使 我 们 得 
到 一 个 更 一 般 的 定理 ,可 以 应 用 于 更 广 的 范围 而且 更 突出 了 定理 
条 件 的 实质 . 显然 ;我 们 仍 需 要 {Qtrn;w;A4)} 具 有 一 定 的 相 容 性 ， 
才能 保证 条 件 测 度 彼此 不 矛盾 . 由 于 对 4 和 .多 。: 我 们 应 有 
Etl|S 1) 一 145o)， C1.21) 








显然 就 有 : 
了 1 YouE AECF, QW A =1], 
事实 上 ,T. 人 ) 也 蕴含 了 1.21) (对 A 的 余 集 用 二 .1 即 可 ), 它 
就 是 { 己 tw,w, 有 4)} 应 满足 的 烛 容 性 条 件 . 此 外 , 代 焰 “ 非 空 单调 紧 
集 列 的 交 非 空 ”这 一 性 质 是 我 们 在 下 面 给 出 的 “ 索 相 交 性 "成 立 这 
一 要 求 , 令 
4.(o) = 站 4. 


信 E .有 
we 


T. 2)“ 紧 相交 性 ”成 立 ， 即 对 任 一 列 ae < Dtn 之 1)， 
“YN 这 1 内 aCom) 关 多 成立” 监 合作 4 (oo ) FE GS”. 


事实 寺 ， 了 2) 就 是 土 商 讲 过 的 击 乘 积 空间 上 的 点 列 ww 可 以 
得 到 w 这 一 事实 的 推广 . 

定理 1.7CTulcea 定理 ) 设 在 可 测 空间 (如 ,多 ) 中 有 子 六 代 
数 族 .多 ,人 .多 (之 0)， 及 测度 与 条 件 测 度 族 {Q (0，，))， 
{ 和 Go 1 其 中 息 (0,…) 是 (8 多 上 的 测度 ; 
Qn,w;，) 对 固定 的 w 是 (0,. 名 ,) 上 的 概率 测度 ,而 对 固定 的 AE 
;A4) 是 裕 ,_1 可 测 医 数 , 则 当 条 件 工 , 1) 和 ,2) 成 立 
时 ,存在 唯一 的 C0,. 祈 3) 上 的 酸 率 测 度 也, 使 得 以 下 各 性 质 成 立 ; 

17 .Pis 一 如 (0 (对 YAE .Bo PA) QO.A)); 

2) 对 V4E 安 。， 

Eilatw) | 多。 = Qn, wd), 
事实 下 ,条 件 2) 等 价 于 
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2 | dP=| QnwsA)Plde) (¥ AE 多 ,了 GE 
验 门 旦 Ba 
2 ) 还 列 售 
P(A) 一 Qnw; a)P (de) (¥ AE FY). 
证 明 1) 令 
PIAY =Q00,AY, YAE Ho. 
归纳 起 ,对 六 生 信 ,由 于 人 QCn， 二 AE Bl :可 以 定义 
P(AY = [Qo Pde). (1. 22) 
由 工 , 1) ,对 AE 实 i 忆 久 ,在 1,22) 中 对 P(A) 按 名 ,与 安 ， 
中 的 集合 所 给 出 的 定 文 是 一 至 的 , 困 
JeepPddo = | Pedw) + | ee,w4DPdaw 
的 四 


一 | 1,oi4)Pcdw 
+ hx (0) (1 — Qn ws A Pw) 


= ec _ 1,wsAYP(dw). 


这 样 在 富 二 {C3n 字 0,CE 多 .} 上 ,我 们 完好 地 定义 了 一 个 
有 限 可 加 的 非 负 集合 函数 ， 

2) 证 明 PC*，) 在 客 上 也 且 完全 可 加 的 . 

设 有 CE 窜 ,C ,PCC,) 之 e>>0(Yn 安 1),; 我 们 要 证 明 门 C， 


天 他 .不 失 一 般 性 ,不 妨 设 CE 多 ;这 也 就 是 要 找 wm EC, 使 
MN Ao) 天 局 (YN 字 1), 以 便 由 紧 相 交 人 性 工 . 2) 得 到 wEC.. 


日 加 


1* 为 书写 方便 ,我 们 先 定义 以 下 mm- 步 转移 生 率 测度 . 署 ; 
Qf lniw,A) A P(AY, 
QOonnt lw A) A Qt 1,w;A) 


2 要 


nn mw A) 


A Qn tm — lo,do dQ + mos A). 


显然 ,对 于 4E 史 固定 ,人 (ai 十 本 id)E. 多 。 
再 令 


FA 人 (“Qniw,C,) 六 wi}e Fi CF, (1.23) 


让 二 ] ;2 攻 二 天 十 1 十 28, 
由 


En 十 Lym +r) = [Qn;0, dm) Qn 十 Yo Cr) 


< [Qk no do Qn + lw sC,) 


一 [ ?经 wr CY 
立刻 知道 到 一 下 KW 大) 


2” 现在 让 我 们 用 归纳 法 来 证 明 , 存 在 w* E | 站 本 ) 


A 一 2， 与 wr? 全 门 丈 . 由 于 
qz 


De 


QE ,一 eu 十 lnsow ,CO HE ,上 二 lw don ) 


QE lw Ft!) 
十 | Pt Qt + Liw, dw ) 


EQ E+ 1;w, FT) 十 车 


ES PC,) 一 QC— lms ) 


QC 1,0;0,F°) 十 地 二 POF) 十 斑 ， 


可 
注 


PINF)= limP(Y eS = 


所 
0. 
人 2 


C1, 24) 
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于 是 ,存在 m” ENF ,而 且 这 时 
QO ,nsw ,C0 六 元 (Vn 0). 
设 存在 % € A ws?) 门 | MNF), 于 是 由 《1. 23) 与 
GL. 2 就 立刻 得 到 (对 cc) 
村 


和 全 天 十 Lo0 下 站 六 他 (yaom Co 一 下 


€ 万 二 
党 Dt+] 35 Oktr2 





这 样 , 我 们 就 有 : 
Q{ kk lw®, 门 Fe"') 


一 limQ(k + 1 ,F411) > Fi > 0. 


丸 因 为 人 E44Cw) ,所 以 对 YAE. 名 1,4 汪 ACw), 有 
QE HT io) 一 1=—>Q' (kk le ,A(wH)) = 1, 
其 中 Q* 指 忆 的 外 测度 ,于 基 有 
Qh,g+t Lo, 门 FN A )) > 0, 


下 六 古寺】 


所 以 ,一 定 存 在 w+) CE | 门 Ft!) Nn 4 (Cake)， 


| 
3 由 2° 的 结果 ,可 见 
tw 世 Ceutt ), 
另 一 方面 ,由 EC 可 得 到 
A Cw 二 A (Cu) CT 4， Cat 一 1 
于 是 站 和 (wo%) 非 空 全 交 0), 由 紧 相 交 作 ,就 存在 某 个 
€ (N40®) . 再 注意 到 


le, 《at = Qk : 十 1 sou ‘Cr 


六 名 (下 十 low ,1) > xi> 0， 
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我 们 就 知道 w 中 EO; 从 而 由 各 拓 . 多 :得 到 
WE Awt) TC (vkF0). 
至 此 ,定理 得 证 . | 


§85 Gauss 系 


定义 1, 5tGauss 系 ) 概率 空间 (如 ,多 ,P) 上 的 随机 过 程 一 
(EtET} 称 为 一 个 Gauss 系 , 如 果 对 Vil,t, wy 庆 ET， 
(Ca) 的 联合 分 布 都 是 Gauss 分 布 , 即 正 态 分布 
及 其 退化 情形 , 亦 即 

i te) i ec, Dov ced) te 
Ee*™! 二 ee") “ 

命题 1.8 一 人 stET) 是 Gauss 系 当 且 仅 当 其 中 任何 有 限 

个 随机 变量 的 线性 组 合 都 是 一 元 Gauss 分 布 , 即 对 Yi yt2s*** ,EE 


Tn 之 1) ,0 为 实数 (1<8<<n) ,随机 变量 3 las 服从 一 元 Gauss 
分 布 . 
证 明 设 信 ;t 在 荆 } 是 Gauss 系 , 那 么 对 任意 其 中 的 寺 个 随机 
变量 + 和 EN ,它们 的 联合 特征 函数 是 
| 宫 %] Dae 
Fle = 一] — 41 i 
其 中 = Ee = E(t —£) C8, — fe;), 特别 取 及 一 es 线性 组 对 
Y 全 > “6, 就 有 特征 函数 


下 = 


LL 


mn 由 
- ; 一 开间 
7 | 1 3 滨 i My — BEY ~ Fy)? 


五 (fei 》 = gle 一 e 
可 见 Y 是 一 元 正 态 分 布 ， 
友之 , 设 & 二 二 ;tfET} 的 任何 线性 组 合 都 是 一 元 Gauss 分 布 ， 
那么 对 过 中 的 有 限 个 总 ,…,# 的 特征 函数 在 加,…;: 训 的 值 ,可 以 
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看 成 是 线性 组 合 > 6, 的 特征 函数 在 2 一 1 的 信 


用 本 时 

- : 1 机 一 2 

i | 到 了 和 ) Fe 2 人 下 ? } 
! == 


El e 
这 一 和 DE Be EE 
一 e 8 ， 
却 (5 是 联合 Gauss 分 布 , ‖ 
命题 1.9 任 给 一 个 4 元 实 向 量 (ja;… ,po) 与 一 个 nxXn 非 负 
定 矩阵 (co) 则 一 定 存 在 = 个 Gauss 随机 变量 (6,…,&.) ,使 E& 
一 占 : 瑟 4 一 上 并 有 一 Ai 一 6 而 且 在 分 布 相 同意 义 下 (5 ) 唯 
一 . 即 若 有 (8 ,…,6) 具 有 上 述 性 质 , 则 (人 ,6) 与 (名 ,人 ) 同 
分 布 . 
证 明 


必 


,a 1 
i 人 愉 二 一 到 22 太 相册 
t=] ug 


fA Ae + 
由 了 可 礁 一 地 决定 (RR,. 史 ,} 上 的 概率 测度 FC， ), 使 
fa 1 一 [le wi Fdz). 
A 
全 
= 秩 ,， és Co) = 
则 名 (Co 有) 上 的 坐标 将 机 变量 ?是 可 测 函 数 . 取 
PO = [faa Fd) (YA4E F), 
于 是 
Plowsé tw) Ts 天 一 过 


一 下 (一 《ab yo Tk = 1,2 nn), 
这 就 可 得 到 
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于 是 
1 五 总 一 3f (0,...,0) 一 jp {R= 2 7), 


dd 
Elé, A) (EE 本 Ai) 一 一 010) < 
下 


此 = 工 2 

可 见 ( ,二 )? 满 足 命题 要 求 . 此 外 由 于 了 了 由 (mo)} 瞧 一 决定 ， 
而 Ftdx) 文 由 让 唯 一 决定 ,可 见 在 同 分 布 的 意义 下 ;C6 ，… ,全 ) 唯 
—, | 

命题 1.10 设 £={ 人 ET} 是 Gauss 系 , 刚 

(a) 中 的 随机 变量 相互 独立 ( 即 任 何 有 限 个 相互 独立 }, 当 
且 仅 当 对 Ys 关 rstET)， 

gs) A EE — EC) CE, — Et) = 0. 

Cb》 中 的 任意 一 个 随机 变量 总 与 和 1tET,t 坟 6} 相 互 独立 
当 且 仅 当 altost) 一 00Y1E 和 Tt). 即 二 与 任 一 个 起 不 相关 . 

证 明 只 要 考虑 中 任意 有 限 个 随机 变量 名 ，…; 吉 ; 记 坟 全 
ottistj), 注意 到 当 ;时 ,一 0 不 难 验 证 

如 [je(e， 


这 就 证 明了 (ca). (b}》 可 司法 证 明 , 
命题 1.11 设 £ 一 {5,1:ET} 是 Gauss 系 . 又 设 和 EE&, 有 是 名 
-地 Seco)( 傅 概率 收敛 ). 则 
五 | 后 — él»>0 (一 eco)， 
而 且 扣 一 定 也 是 Gauss 分 布 的 随机 变量 . 
证 盟 因 6 一 6, 放 对 Ye>>0， 





. 已 (| 有 Ct |>e)0 (RI > 00)., (1, 25) 
而 左边 等 于 

1 lir— ml? 

a 2 | 人 | 
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= 一 1 | e “dy 
dd Loja t msg 2 
其 中 
Hi = Eé, 一 Fé ， 人 一 ECé, Si Mi). 
ce 1 _L FA 
入 Br) = | e 2 dy, 
， Br > 


由 (1.25) ,存在 入 ,使 当 j,k>N 时 ,PC(& 一 奋 1 之 5) 之 B01). 因 此 
这 时 必 有 
下 一 Fi 


1 
PE, 一 名 > 日 = > < 0) 
了 证 | 
及 


5 十 


Pt ~& < 0-Ply<- < eb, 


其 中 水 二 Cé&, 一 总 一 Wie) /oj ~ N(0,1), 因而 


eC 77, ts, 
>1 且 or >1 
即 有 
mx on CE; Or— ma Ee, 
两 式 相 加 得 
or < EAZ, 
代 回 去 又 得 
Ima| < er/2. 
可 见 , 当 了 ,一 十 co 时 
ma 十 co 0, 
但 是 
ECé, 一 = 十 
于 是 得 到 一 > &. 即 有 


E(t — 6S) 0, Elt 一 |—0 (RE oo) 
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ECé 一 ES ) = ES ~— (EE )? 
— ES 一 (CEES) 一 五 (2 一 本 二 2 


. i EE IRE EE ME 一 DAF Ett — EE )? 
Ee 一 limEe™, 一 limew EE EL er a , 


en FE 


可 见 扎 仍 服从 Gauss 分 布 . 上 
系 1 设 {tET} 是 Gauss 系 .又 有 ET 二 1,2 ml 


二 1,2,"). 对 任何 固定 的 ,6 一 YG->o0),{& ET}U (Ys8 
二 1,2,…… 12} 仍 基 一 个 Causs 系 ， 

证 明 设 waseiy…yomls 是 任意 一 组 实数 ,Ya 和 
和 了 ,要 证 骨 





ok + Sa 
是 Gauss 分 布 .由 于 
De, 十 Dary, = (P) liml Vat, + 2 an] ， 
由 命题 1.11 立 得 它 服从 Gauss 分 布 .上 
系 2 设 # 且 一 个 Gauss 系 , 则 CLD,9,P). 设 & 是 在 


0, 多 ,P} 中 的 线性 闭 包 , 则 仍然 是 一 个 Gauss 系 . 
证 明 ”由 于 (0,. 字 ,PP) 中 收 例 一 定 依 概率 收 语 ,由 系 1, 就 


立 得 # 仍 是 一 个 Gauss 系 . 上 

由 此 可 见 , 一 个 在 线性 运算 及 六 概率 收 敏 意义 下 {《 或 C2， 
,号 ) 收 人 敏 音义 下 ) 封 闭 的 Gauss 系 , 蚌 工 (02, 多 ,PP) 的 一 个 子 空 
间 . 

命题 1, 12 设 名 是 一 个 随机 变量 , 它 与 随机 变量 系 上 组 成 一 
个 Gauss 系 , 令 多 一 5CE)， 则 

五 (en | 多) 一 Projreeen (a. e. PP), 
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其 中 工人 6) 是 二 在 (2, 名 ,PP)CICD,. 多 ,了 ) 中 的 线性 闭 包 ;而 
Projres, en 表示 é& 在 (5) 中 的 正 交 投影 (不 妨 设 所 有 随机 变量 的 
期 望 为 0). 

证 明 不 失 一 般 性 ， 不 妨 设 五 二 一作. 令 

了 A Projreen € 只 

于 是 

五 [(6 一 GZ] 一 D (YZELA), El 一 了 ) 一 0 
可 见 和 一 和 与 上 上 (6) 不 相关 . 由 Gauss 性 ,就 立即 得 到 总 一 了 与 
工 ( 丰 独 六 ,因而 也 与 光一 oI)) 一 ot 和) 独立, 所 以 

Elé, — 了] 多) = Ett, 一 了 )》 一 0， 
Et 1) = 严 ( 了 | 容 ) 一 了 
也 即 
E(t01) = Projesto (Ca.e.P).1 

我 们 知道 Brown 运动 是 Gauss 系 , 但 反之 不 然 . 因此 ,有 关上 
面 讨论 的 Gauss 系 的 性 质 ,除了 本 身 重 要 外 ,对 于 第 四 章 将 讨论 
的 Brown 运动 的 性 质 也 是 十 分 重 讲 的 ,在 那里 ,我 们 将 多 次 使 用 
这 里 给 出 的 结果 . 

出 KolmogoroY 定理 可 知 

1” 对 非 负 定 函 数 Bts ,2 ( 即 Yr ,tCB(r;yt,)) 是 非 负 定 
对 称 矩 阵 ) ,存在 Gauss 系 信 ;tET) ,使 EE, 一 0,E&.5 一 B(s ,8). 

2* 对 非 负 定 复 函 数 BGs ,2 ( 即 Yn tCBCti5t 站 是非 负 
定 Hermit 矩阵 ) ,存在 复 Gauss 系 5 一 名 十 加 (有 妈 { 舍 }, {yp} 分 别 为 
Gauss 系 且 相互 独立 ?满足 舍 } 与 {7} 同 分 布 ,EE 一 0 目 E(t, 5) 一 
Blsst). 


§ 6 平稳 过 程 与 宽 平 稳 过 程 
本 池 我 们 将 介绍 务 一 类 重要 过 程 :( 宽 ) 平 称 过 程 , 这 类 过 程 在 


系统 论 . 信 息 论 等 领域 经 常 遇 到 , 自 热 在 这 些 领 域 有 重要 应 用 . 详 
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细 讨 论 我 们 将 在 第 七 章 专 门 介绍 . 
1， 平 稿 过 程 


定义 1.5 设 荆 是 半 群 (通常 取 了 为 R,Z, 有 R' 或 Z71), 概率 空 
闻 ( 全 ,多 ,PP) 上 的 随机 过 程 = {yt ET} 称 为 平稳 过 程 , 如 果 对 于 
Yt tT 都 使 (5 5) 与 (5 64s +44) 同 分 布 . 

稳定 系统 中 出 现 的 随机 过 程 通常 为 平稳 的 ,因而 在 通讯 . 生 
物 . 统 计 物理 .经 济 等 问题 的 研究 中 ,平稳 过 程 也 是 常见 的 . 

独立 向 分 布 序列 是 离散 参数 的 平稳 过 程 ;时 齐 独 立 增 量 过 程 
一 人 2 和 7 在 一 个 固定 时 和 间 间 隐 上 的 增 量 { 一 和 ifET) 也 是 
一 个 平稳 过 程 . 


2.， 宽 平稳 过 程 


定义 1.7 设 荆 是 一 个 半 群 ,概率 空间 CQ, 多,P) 上 的 随机 过 
程 $= 人 售 ;t 人 所 了} 称 为 宽 平 稳 过 程 , 如 困 Est, 一 常数 县 对 任意 ty 十 六 
和 了 , 协 方差 

Et — 而 6 (ET — Etérn)) 

存在 而 且 与 1 无 关内 依赖 于 上). 

显然 ,具有 2 阶 箱 的 平稳 过 程 一 定 是 宽 平 稳 的 ;但 反之 不 真 . 
因而 , 宽 平 稳 过 程 是 平稳 过 程 的 推广 :在 许多 实际 向 题 中 有 广泛 的 
应 用 . 

对 于 Gauss 过 程 , 它 的 平稳 性 与 宽 平 稳 人 性 是 等 价 的 :也 就 是 
有 下 面 的 关系 : 

命题 1.13 说 有 Gauss 过 程 全 区 下) 即 它 是 Gauss 系 )， 
则 以 下 命题 等 价 : 

a，{ 人 it 天)} 是 平稳 的 

b- 2ER 是 宽 平 稳 的 ， 

CVE RI, Fe=a Bea (sta) = RR) 与 1 无 
美 ， 
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证 明 由 于 Gauss 过 程 的 分 布 由 有. 与 上 (一 4)(&44 一 4) 完 
全 决定 ,不 难 知 道上 述 等 价 性 是 显然 的 .【 


习题 


1， 试 直接 给 出 Bernoulli 床 列 所 定义 的 概率 空间 (oa ,多 ,PP)， 
并 定义 出 相应 的 随机 过 程 ， 

2， 已 知 一 列 一 维 分 布 {F(z ;nn 这 1}, 试 构造 一 个 概率 空间 
及 其 上 的 一 个 相互 独立 的 随机 变量 序列 {tCn,，) ;yn 这 1} 使 
x，* ) 的 分 布 消 数 为 F,(* ). 

3， 设 全 为 任 一 参数 集 ,m(i) (ET) 为 任意 复 慎 函数 ， 
{ACss2) 15 洗 忆 了 为 双 变 量 复 值 酒 数 , 满 足 条 件 

1) 4G 站 一 At ,3572《 共 锯 对 称 性 ); 

2) 对 任意 二 ET 人 一 1 及 复数 和 ai 有 


Da ta 之 D0 ( 非 贷 定性 ). 

试 构 造 -~ 个 概率 空间 及 其 上 的 一 族 复 值 随机 变量 {#(,，，); 
IE€T}, 使 得 对 任意 有 限 个 时 间 站 
st ，* 力 的 联合 分 布 郡 是 正 森 分 布 ,而 怒 以 (mm (nm 人)) 为 
数学 期 望 , 以 (G11,)),x; 为 协 方 差 给 阵 ， 

4， 斌 证 明 例 3 中 ,由 条 件 1) 一 3? 可 得 : 

12 pot) 是 不 增 函 数 . 

2 1 一 名 人 存在 , 着 将 其 记 为 心 则 0<<h< 十 co 

3)》 在 有 限时 间 只 可 能 有 有 限 个 粒子 被 接收 . 

47 EL, 十 oo)} 对 几乎 所 有 名 是 z 的 单调 非 降 整 值 
吨 数 ,而 且 婚 度 为 1. 

5， 试 对 Poisson 过 程 构造 一 个 以 RT+ 上 全 体 阶 梯 增 函数 (每 


个 跳跃 点 跃 庆 为 1) 为 了 的 概率 空间 (5 ,P) ,并 在 其 上 定义 一 
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a me i 


个 随机 过 程 #== {EG ，*);tER1} 使 得 它 满足 例 3 中 提出 的 条 件 ， 

6， 试 构造 一 个 概率 空间 (及,. 了 ,PP) 及 其 上 一 个 随 视 过 程 ,使 
它 揭 任何 有 限 个 时 肇 的 联合 分 布 满足 例 4 的 要 求 1) ,2), 这 个 过 
程 是 否 己 经 是 Brown 运动 ? 为 什么 ? 

7 设 1X,in 祷 1} 是 一 列 均 值 为 零 的 相互 独立 的 随机 变量 序 
列 , 试 判 断 下 面 各 例 中 何者 为 蒜 ? 

1) 6 一 二 (和 十 … 十 六。). 

2) 志 一 吕 十 十 筷 . 

3) 6 一 ett 

4) 六 一 总 大 大 。 

5) 6 一 (ZI DCR 十 1)(X 十 1)， 

8， 令 {了 .in 汪 1) 是 一 列 相互 独立 且 服 从 和 N(0,1)( 正 态 分 布 ) 
的 随机 变量 , 叉 今 








5, 一 Xi 一 十 XX， 
1 2 
& 一 ez ， 
w 十 1 


.有 一 ge 

试 证 明 ;( 丰 ,yn 这 1) 蚌 下 轴 ( 参 见 23 题 ). 

9. 证 明 命 题 1. 4 中 各 条 件 的 等 价 性 ， 

10， 试 证 明 独 立 增 量 过 程 是 马 氏 这 程 . 

11. 设 连续 地 相互 独立 地 投 找 一 个 六 面 骨 子 . 又 设 各 面 被 掷 
得 的 机 会 完全 均等 , 若 将 到 第 nn 钦 为 由 据 得 的 最 大 点 数 记 为 六 ,， 
A 

B= {ws Oo 12 6}, 
2 一 ol 柱 集 }. 

试 定义 (2, 久 》 上 的 一 个 概率 测度 也, 使 得 {&.(w) = 二 ow} 是 一 个 独 
立 同 分 布 的 随机 变量 列 ,而 且 


Po 一 站 一 襄公 一 1,2…6)， 
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(事实 上 ,这 里 (wm) 一 om 表示 第 ”次 投掷 结果 .) 于 是 XX 
max 台 ， 试 证 明 (Xim 关 二 是 (0 多 ， 已) 土 的 一 个 马 氏 链 ， 并 写 出 
它 的 一 步 转移 范 数 {pCGnskin 十 1 一 1 21+，6). 

12. 设 = 11,2， pt ,一 2 的 全 体 子 集 ,T=1{1,2,*…， 
na) 设 给 定 矩 隆 (pi)mx。 使 得 

1) Op (lm) 


邻 身 =577 多 一 (8 的 柱 集 ). 试 构造 (8,. 灾 ?上 的 一 个 概率 
测度 己 , 以 及 人, 多 ,PP) 上 一 个 以 5252 2 为 状态 空间 的 马 氏 链 “一 
(和 了 } 使 得 
Cx} E(t = jt = = ps 
并 证 明 , 清 足 Cx*) 的 (8 和 ,P)hr(seyE) 的 马 氏 链 的 转移 函数 
{pnsisnmyA)siES ,4EE} 是 唯一 的 . 

13. 令 蕊 一 sinf7rt 其 中 避 是 (中 多 ,P) 上 的 一 个 随机 变量 ， 
狠 从 [Lo ,2 中 的 均匀 分 布 . 试 证 : 

1) {Xn 二 1,2,…} 是 一 个 宽 平 稳 过 程 ， 但 不 是 平稳 过 程 . 

2) {XstE[L0; 十 o2)}) 既 不 是 宽 平 称 也 不 是 平稳 过 程 . 

14， 试 证 时 齐 独立 增 量 过 程 $= {5.,:E€ R+} 的 差 

{Ss 一 St 所 各 Ch > 0) 
是 平稳 过 程 ， 

15， 试 证 明 : 吉 一 Acos (Ui 十 (其 中 8 与 ,A 独立 ,服从 [0， 
27j 均 名 分 布 ) 基 一 个 平稳 过 程 . 

16. 设 划 7 都 是 Gauss 系 , 试 证 $,w 相互 独立 当 且 仅 当 L(#)， 
工 (7) 是 相互 正 交 的 两 个 (2, 久 ,PP) 的 子 空间 . 

17， 命 题 1. 12 是 否 可 以 推广 到 Gauss 系 以 外 的 随机 变量 族 
去 ?如 可 能 应 怎样 推广 ? 

18， 设 FFC，) 是 (RT ,. 儿 1) (B+ 是 R' 上 的 全 体 Borel 和 集 类 ) 
上 的 一 个 有 限 测 度 . 试 证 明 :存在 一 个 Gauss 系 {&,:ER}， 使 得 
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Fé 一 0， 五 一 [cosa — s)F (da). 
19. 设 { 蚊 ,Y} (X,Y 是 两 个 随机 变量 ) 是 Gauss 系 , 旭 
Projroy)yX = Sr (7 — EY) + EX, 
Fyy 


其 中 ox 一 ECX 一 EX) (CY 一 EY) ,or 一 ECY 一 EY)'; 而 且 , 开 ,Y 相 
互 独立 当 且 仅 当 wxr 一 0 

20， 当 {itET!' 是 Gauss 系 , 史 一 feiET) 时 , 试 证 明 
太一 ECX | 了 F) 与 .多 独立 . 

21. 设 人 (ytET} 是 对 {FstET} 定 义 在 (i,F ,Py 上 
的 马 氏 这 程 ,其 中 介 =57 ,FF 一 区 53) 是 一 个 可 测 室 间 . 于 是 
对 YE Nw= CtET) 信 ENN w= Crt ET)Y, KX 设 
plssrstsA) = ptm srA) (CVs EET), 试 证 明 :对 YE 
如 (fs ) tT), 

ECf » Bm) |F) = plé,), 





其 中 PX) = ECF Ow) tb = x), 
& fo 一 om. 
22， 设 ~ 和 NCom0) ,R40) (R-!9 ),; 则 其 分 布 密度 p(xz,t) 漠 
足 
ap 1 .i dR dm . 
dE 2 v dt vo| dr Ve 








1 idR,_i dddetR) 1 
1 2 [ur, de | drt eR | 


其 中 六 ,WV : 分 别 为 梯度 与 散 度 运算 . 
23. 6 称 为 ( 字 .) 下 载 列 ;如果 El 总 | 二 oo0, 且 
El(é FR) Yn). 
设 吉 是 C.F,) 下 靳 到 ,是 只 取 0,1 两 个 值 的 随机 变量 ,市 日 4.,€ 
多.{ 对 多, 可 测 ). 求证 
仿生 庆 十 加 (太一 各 ) 十 十 和 (一 二 
也 是 ( 灾 ,) 下 堵 列 . 
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24， 设 C, 是 时 齐 的 独立 增 量 过程 ,C, 一 0,C, 一 C, 有 分 度 窗 度 
寺 如 二 这 年 去 ' 求 证 C 不 是 园 , 但 是 它 是 1 阶 稳定 过 程 
25， 证 明 分 布 函 数 族 {F,} 是 某 个 时 齐 的 独立 增 量 过 程 & 的 


分 布 伟 一 天 ) 当 且 仅 当 满 足 
Fr = PF,, 


其 中 =* 表示 卷 积 运算 . 
Crgyfr) 全 |xe — ygtdy), 
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第 二 章 蒜 论 初步 


轨 的 概念 首先 由 P. Levy 在 随机 变量 和 的 研究 中 引入 概 兴 
论 . 后 来 Doeb 丸 提 出 了 上 蒜 与 下 载 的 概念 ,并 对 它们 进行 了 系 
统 的 研究 ,用 以 解决 许多 概率 论 与 古典 分 析 的 问题 , P. Meyer 等 
在 此 基础 上 又 进一步 深入 做 了 一 系列 工作 ,形成 所 请 法 国 Stras- 
bourg 学 派 的 现代 著 论 . 现在 , 贡 论 方法 已 深入 到 许多 领域 中 去 ， 
成 为 了 一 个 强 衣 力 的 研究 工具 . 

本 章 中 ,我 们 只 能 限于 讨论 最 基本 的 一 些 事实 . 由 于 篇 幅 所 
限 , 我 们 侧重 于 离散 参数 的 情况 ,对 于 那些 在 连续 参数 的 情况 下 ， 
困难 大 大 增加 的 结果 ,我 们 只 能 略 去 其 证 明 ,或 者 不 子 讨论 . 

本 章 只 考虑 指标 集 了 = 下 -或 2 的 情况 ,以 下 不 再 一 一 声明 . 


$1 上 团 、 下 扫 的 概念 .简单 性 质 与 分 解 定理 


1， 机 念 与 简单 性 质 


设 在 概率 空间 (2, 宛 ,P) 上 有 一 个 非 降 的 oa- 代数 族 {F ,1 全 
了 了} 及 实 随机 过 程 {s.;t ET}. 

定义 3.1( 首 应) 过 程 信 ;1ET} 称 为 对 (Fi;tET} 蚌 适应 
的 ,如 果 对 Yi:ET,E 安 ,(( 意 即 总 对 多 ,可 测 ). 

定义 2.2C 上 靳 与 下 载 》 车 有 随机 过 程 :E ;ET} 对 {Ft EE 
7 了 1 矣 应 , 称 导 ,. 狐 ,) 基 上 靳 (下 蒜 ) ,如果 ES 过 十 co, 而 有 旦 对 Ys 所 
此 

E(t)EE (E(t|F,) Dé&). (2. 1) 
显然 , (6 ,,) 是 鞍 , 当 且 仪 当 它 既是 上 拷 , 又 是 下 载 . 
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命题 2.1 设 导 ,名 (v1 是 上 加 (下 于 ), 则 

1) EE, 是 非 增 药 ( 非 降 的 ). 

2) (一 & 是 下 蒜 C 上 鞠 ). 

3》 对 任何 非 负 实数 a,B, {ag 十 B94. 多少 是 上 鞠 ( 下 著 ). 

4》 (minfe ,也 多) 仍 为 上 秽 ((maxfeE 对) , 久 ,) 仍 为 下 球 》. 

证 明 1 由 ECE(S1.F,)) 一 (8&1) 与 (2.1) 式 ;结论 显然 成 
立 , 2) 与 3) 是 明显 的 , 4) 上 成立 是 由 于 

E(t 大 时 | 多 SEEC|F) A EF) EEAD.I 

命题 34.23 1) 说 (多 ) 是 下 载 ,Wi ) 是 一 个 非 降 凸 函数 ， 
而 且 玖 |%CED)1< 十 co. 风 (9 人) ,下 ,是 一 个 下 款 . 

2) 特别 当 ( ,多 ,) 是 蔷 , 或 非 负 下 款 , 则 {$1 ,多 ,} 为 下 载 (x 
六 1)， 

证 明 1》 由 条 件 期 望 的 Jensen 不 等 式 

EcHé) | ECR) $y), 

2) 当 5 守 0 或 & 为 霓 时 ;|&$. ,一 SY 0 一 人 AD0 为 下 款 , 令 (zx) 

一 x (r 之 1;X 祷 0) 是 非 降 山 函数 ,于 是 (| 多) 是 下 款 . | 


2， 例 


例 1 设 基 是 (8,. 多 , 情 ) 中 的 一 个 随机 变量 ,ElXI< 之 十 oo， 

{ 洲 ,EE 个 } 是 一 族 非 隆 o- 民 数 , 今 
六 一 E(XISF,). 

则 (多 是 舟 . 

申 于 当 < 时 ,多 ,C. 罗 ,由 条 件 期 望 的 性 质 

五 (号 | 多) 一 E(E(X IP) F,) ~ E(X|S.) = &, 

因而 结论 成 立 . 

例 2z 设 在 一 个 公平 的 简单 博 蛮 中 , 某 估 根据 前 面 各 次 的 博 
奕 结果 决定 下 一 议 的 博 奕 金额 . 设 一 开始 有 本 售后 ,又 将 第 ”次 博 
变 后 他 所 有 的 本 金 记 为 名, 下面 我 们 证 明 元 论 此 人 的 技术 多 么 高 ， 
策略 如 何 好 ,他 每 次 博 栾 所 启 得 的 金 籁 的 平均 值 一 定 只 能 是 0, 除 
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非 他 有 无 限 欧 博 奕 资金 与 时 间 . 
事实 上 , 若 令 
_ 1， 此 人 赢得 第 次 博 奕 ; 

2 1i- 1， 此 人 第 次 博 奕 拓 败 . 

于 是 , {加 } 应 是 相互 独立 的 同 分 布 的 随机 变 其 列 . 记 
一 

又 设 此 人 第 次 下 的 博 亦 金 额 是 0 委 中 加， 二 十 co( 加 
二 £0) ,那么 当 五 Eu< 十 co 时 ,对 Y 整数 n， 


6 一 十 Pom "ss— 127 一 1 十 (7 


下 面 证 明 (8 , 纪 。 ) 是 款 , 又 由 于 罗 , 一 ab 所 以 ,人 也 是 
堵 , 事实 上 ， 
Et | 1)= € 1 + E(B | 1) 
二 1 十 1 
= 6 1 Bp EN,), 


由 于 博 庄 是 公平 的 ,By, 一 方 *1 十 去 "(一 1) = 0, 于 是 
EC .F,1) = €,., 
所 以 ;EEE 一 各 1| 入 ,1)==0, 也 就 说 明了 ,在 有 限时 间 内 , 当 5(n。， 
二 EC) 之 十 co0( 博 奕 资 金 有 限 ) 时 ,无论 采取 什么 
策略 ,平均 赢得 巨 (E 一 上 ) 一 0. 

例 3 在 上 例 中 如 果 是 不 公平 博 奕 Ex, 二 0( 或 E90), 那 乏 

和 容易 看 出 
ES 
也 就 是 (所 ,多 是 下 黄 5 或 上 款 )， 

例 2 与 例 3 晨 蒜 和 上 款 、 下 扶 的 典型 例子 . 在 第 一 章 中 ,我 们 
知道 ,一 切 均值 定常 的 独立 增 量 过 程 都 是 鞭 , 而 例 2 给 出 了 一 个 非 
独立 增 量 车 的 例 ， 

例 4( 与 分 支 过 程 相 联系 的 款 )” 设 单个 细胞 分 裂 的 统计 规律 
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是 :分 列 为 个 细胞 的 概率 为 pt) ,而 且 各 细胞 间 的 分 弄 是 相互 
独立 的 ,那么 记 和 第 代 的 第 个 细胞 的 分 丙 的 个 数 为 各 ,tew) ;那么 
{4 大 二 1，2,'' :就 是 相互 独立 辐 分 布 的 随机 变量 , 设 EDs = A 
记 第 有 代 分 烈 后 : 细 静 总 数 尖 $$ ,不 失 一 般 性 , 设 硬 二 1,; 于 是 

6 一 .1 十 Ws 十 四 十 We 
而 当 Ez 之 oo 时 , {7 是 闭 . 这 是 因为 
| 二 _. | 所 1 
如 去 Eye | =| 
二 El 土 ( 坟 ， 二 十) | S| 





1" 








é 
~ LE) 一 下 一 
3 3 区) 一 fe 


例 5( 似 然 比 ) 人 (是 某 总 体 的 人 列 样本 ( 即 相 互 独立 则 分 
布 的 随机 变量 ) , 设 fo, 记 是 两 个 分 布 密度 ,于 是 似 然 比 


二 人 1 Fp) 
i=1 





fot:) 
是 一 个 蒜 ( 关 于 衣 所 形成 的 概率 测度 )、 这 个 事实 是 非常 容易 验证 
的 ， 


3， 分 解 定理 


对 于 上 蒜 和 下 鞠 ,Doob 和 Meyer 给 出 了 有 名 的 分 解 定 理 , 它 
是 讨论 的 基本 定理 之 一 ,特别 是 连续 参数 的 巩 分 解 定理 是 现代 款 
论 的 开端 ,由 于 后 者 需要 过 多 的 准备 知识 与 篇 幅 , 我 们 只 能 略 去 
它 , 而 仅 给 出 离散 参数 的 靳 分 解 定理 . 

坎 分 解 定 理 的 基本 思想 可 以 从 例 3 看 出 . 事实 上 ,我 们 可 将 乌 
作 如 下 分 解 ; 


一 名 十 Gy a :71} * Ts 
rl 


一 [$, 十 0 一 Ep) | 
kl 
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十 [sw 3 9 1 ) Ey, |. 
k=1 


必 


A 二 各 十 Doo Em), 


kt 
ZZ, 二 Db se) EN, 
tt 


其 中 bn Ms ED = Et, — é_ 1 |, 1). 

显然 , CM; 字 ,) 是 款 ,Z,E F141 上 且 当 E70 时,Z, 相 .将 这 
一 事实 一 般 化 ,就 得 到 下 面 的 分 解 定理 . 

定理 2.3( 离 散 参 数 下 蒜 分 解 ) 任 给 一 个 下 散人 ， 罗 。) tn 之 
1 , 几 存 在 过 程 { 邮 .} 与 1Z.) ,使 得 

1) (MF ,是 鞠 ， 

2) ZE 1 一 0,2Z, 之 2.11;EZs 之 十 oo 而 且 有 分 
解 式 

= M,Z (tn 守 1). 

这 种 分 解 还 是 唯一 的 . 

证 明 令 襄 =0,2Z1 一 0,Mo 一 各 ; 及 





AM 闪 外 一 (一 总 | tn 2 1), 
上 一 1 


ZA MM, = DE 8b)Fi) (nD 2). 


Ce 


由 于 (C.F) 是 下 蒜 , 我 们 有 
ECE) 0 
即 Z.+ ,显然 
了 ZE 有， EZ, ES| + | |) < co. 
男 一 方面 ， 
EM ) ~ BEF) — PEE — bP) 
+ 


二 3 


HM 一 J 
= E(t|F.) 一 DE 一 总 1) 


ml 


一 Ercé, 四 名 -| 多 it) 


并 一 
= 1 DE 一双 |. 罗 和 


一 7 
可 见 CM 多, 是 蒜 , 而 且 所 一 Mt. 十 Z.- 
唯一 性 . 设 另 有 M.,Z, 满足 上 面 定理 的 要 求 , 则 令 
WAM— M,= 2 2Z,, 
于 是 
ECW, | 1) = ECM IP.) — ECM, | 多) 
= M1 — M_,= W,, 
可 见 (W 多 .) 也 是 蒜 , 另 一 方面 ,由 镀 , 二 2 一 Z,€ .多 ,1 必 有 
ECW, | ,1) = W,. 
所 以 
Wo=W 一 一 一 DZ 一 一 0 
将 定理 2. 3 用 于 上 段 的 例 3, 就 是 说 一 个 有 利 的 不 公平 博 奕 ， 
可 以 看 作 是 一 个 公平 博 蛮 与 一 个 以 前 各 次 平均 琢 利 之 和 和 . 
推论 1 ”如果 (X ,到 是 上 款 , 则 可 分 解 为 
KR, = M, — Z,, 
使 得 GM, 多 ,) 是 轧 ,Z, 是 一 个 增 过 程 ,2, EF 1,2, 一 0,E(2,) 之 
十 co， 
证 明 这 里 只 要 令 名 = 一 到,, 就 立即 得 证 . 
推论 2 在 定理 中 如 supEl 和 | 之 十 02, 则 
supE lM,.| 十 co， supE |2.| 十 ce 
叉 如 低 .} 一 致 可 积分 , 则 {M.),{2,} 都 一 致 可 积分 . 
证 明 1)》 由 于 2Z.z0， 
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supE|Z,| 一 supE72, < 二 supEl$,| 十 IEé | < — ci 
进而 ， 
supE (lM, | SE supElé,| + supEZ, < oo, 
2》 当 售 ,} 一 致 可 积分 时 , 令 2 一 lim2,( 可 以 取 无 穷 ), 由 1) 就 
有 
0 EZ supEZ, T+ oo 
而 且 对 YAE. 字 ， 
E2114) SE EFE(Z1A), 
ECIM.|1a) ECE |14) + ECZ,1s). 
由 此 得 知 ,{12Z,} 与 (1M.}) 一 致 可 积 , |] 


2 停 时 与 著 的 停 时 定理 C 有 限时 间 ) 


直观 粗略 地 讲 , 停 时 是 一 个 不 依赖 “将 来 "的 随机 时 间 , 这 里 所 
谓 的 过 去 .现在 与 将 来 是 由 参考 族 { 久 ,stET} 决 定 的 .下面 我 们 纵 
出 停 时 的 定义 . 

定义 2.3( 停 时 ) 设 (0,. 守 ,P) 上 有 一 个 非 降 的 o- 代 数 族 
{ET4, 一 个 取 值 于 TU {十 oo} 的 “随机 恋 量 ”rcw}) 称 为 一 个 
相对 于 i. 铝 ,} 的 停 时 ,如 果 对 YET, {wr(Cw) 彼 1} 名,. 车 
Iasrfooct)E 多 ,, 则 称 r 是 相对 于 {多 ,} 的 宽 停 时 . 

显然 ,fr 三 (常数 时 间 ) 是 一 个 停 时. 可 见 停 时 是 对 时 间 的 一 个 
推广 - 下 面 我 们 给 出 停 时 的 非 平凡 例子 ,以 期 对 停 时 有 一 个 直观 的 
了 解 ， 

例 6 设 {iEZ+ 是 状态 空间 为 42”, 3) 的 一 个 随机 序列 ， 
则 对 YE 三 ， 

rw) = min{nsé (lw) € A} 
( 当 名 (9 永 不 到 4 中 时 理解 为 rtw)= 十 oo0) 蚌 一 个 相对 于 {多 ,= 
ae 的 停 时 . 事实 上 ,rgo) 是 1 ) 初 过 有 A 的 时 间 . 
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证 明 由 于 
{riled) > 2} = {wt EE AVn<t EF,, 
立 知 结论 成 并 ， 
例 7 设 i 全 :itER') 是 (0,.F,P) 上 取 值 于 度量 空间 (57,3)》 
的 沿 轨道 这 缕 ( 即 Himé.(w) 一 ,Cw)) 的 随机 过 程 , 又 设 己 与 如 分 


别 是 .5 的 闭 子 集 与 开 子 集 , 则 
Tw = inf{lt D> Ot (0w) E€ FY 
与 ow) = inf{fr > Ot (0) E GO} 
分 别 是 相对 于 {. 多 ,一 aeisst) 的 停 时 与 宽 停 时 -. 
证 明 首先 ,我 们 可 以 得 到 下 列 二 等 式 : 
{wre) Et = wt) E F); 


st 


{wrt <4} = Ut 二 (wy E CG}, 


这 是 因为 ,显然 二 等 式 的 左边 包含 右边 ,又 由 于 下 入 都 是 闭 
集 ,&. 沿 轨道 连 急 ,大 & Cw) EF,Ew(w}EG ,从 而 二 等 式 的 反 
向 包含 关系 也 成 立 . 于 是 , 令 


C, = [= E Fp(F 1x) 交 寺 | (p(F ,x) 是 下 ,x 的 距离 )， 


| 
可 知 C. 是 闭 集 ,而且 
{worl >= | {ot 0) € Fr) 


st 


Uj 个 too € C,) 


Hl 
— 站 和 :Co Eco € F,. 
N21 "为 机理 数 


另 一 方面 ,{w:r(w)>t} 又 包含 在 | 人 {wtw) EE C,). 这 是 


nt rr 有 闻 数 
Oe ret 


因为 对 后 者 的 余 集 中 任 一 点 %, 必 有 7 € [0 器 使 pC (Cw),F) 


一 工 . 令 y -limc 一 r) 二 上 由 轨道 过 续 性 ,8 一 lime ， 
nm dys 


n 
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hh i er 


PE) FY 一 plimé (m0),F) 一 lim plé, (w),F) = 0. 


时 


放风 CEF,Rrioe)Ei. IE {wrtw) ER. 
[watt) = [| {E(w) € CG) 


Ea 


| 


门 fa:6 0) EG} E 和 


r 汶 有 了 理 数 
Der 


可 见 ,t,o 分 别 是 停 时 与 宽 停 时 ， 
注 :事实 上 ,对 于 略 道 右 疾 续 并 有 左 极限 的 过 程 怠 及 Y Borel 集 BB, 令 
7 人 AN 7， ?A ol8 15s 所 让 VY {全 体 卫 零 测 集 }， 
则 infie ee 二 是 对 (可 ,的 宽 停 时 (证 明 需 涉及 容 度 论 知识 ). 
命题 2.4 设 有 下 贰 (多 及 (多 四 的 二 停 时 wa,8 满足 «所 
下 则 对 和 任何 正 整 数 n 有 


El ne SE El np 
证 明 将 局 分 解 为 
二 型 。 十 QZ 《定理 2 3)， 
于 是 Z < 委 Zonsp 而 


EM.,ns= DIECM,,B 站 天 二 下) 
=D 
= PECECM,| .1) ,BP An =k) 
下 二 让 


ECM PB An= gk) = EM,. 


a 


天 一 
同 理 ,EM, n= EM,. 


由 上 各 式 得 到 : 
Es, ns— EM,.ng 十 Ering 之 EM. 十 EZsne 


一 ENf,ne 十 EP.ae 一 五 上 As | 
命题 2.5 停 时 一 定 也 是 宽 停 时 ;反之 , 若 
多 ,一 F(A Fs) (Vt EE Rt), 
Ee] 
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则 宽 停 时 也 是 停 时 . 进而 * 他 是 { 到 ,} 宽 停 时 , 当 且 入 当 5 对 {|} 
是 停 时 . 
证 明 设 =* 是 对 !{ 罗 ,} 的 停 时 , 则 
{wTtw) < 一 U [wire) < 一 二 js 到， 
当 o 是 宽 停 时 时 ,我 们 有 
(lo) 4 = 站 (oo < 二 je 宛 


因而 = 对 { 多 , ) 是 停 时 ;又 由 于 当 5 对 ! 多 } 是 停 时 时 ,有 


一 1 
{wotw) HE) = U wotw) EE ， 





(0: 和 一半 | | 站 


因此 {watwm) < #} E FF,, 
即 = 是 ! 多 .} 宽 停 时 . 从 而 ,ao 是 宽 停 时 , 当 且 仅 当 5 对 {. 久 ,,} 是 停 
时 . 若 多 ,一 久 ,1 , 则 宽 停 时 必 为 停 时 . 和 

定义 2.4Ca 志 前 的 o- 代 数 ) 设 a 是 一 个 相对 于 {多 ,} 的 停 
时 ,a 以 前 的 oo- 代数 定义 为 

FA AE HosAN vamw) EE FL YtET), 
其 中 .多 ,一 oC 多, ET). 

命题 2.6 设 a,f 是 相对 于 {多 ,} 的 停 时 , 则 

1) a€E PR,.s 

2) axAPavVD 及 e+B 都 是 停 时 

3) os 时, 多。 性. 多 9 

证 明 1) 由 {wate)< 站 fralw) Ss) = {wa As}E 
可 av) EF, aE .DF.. 

2) 由 于 {woah past}== {wos {ws BE} EF,; 

wa Vy PE = {warty {up EF, 
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{wo BEd 站 Uj 本 10p<t 人 + 
| 
二 门 | TB8<e 十 元 
-一 ta 十 用 所 引 ， 

以 及 上 式 中 担 的 集合 属于 多 .可见 2) 成立 . 

3) 设 4E. 多 。, 由 

ANM {w: Pw) se 
=[AN {watw) st NAN {twate) et, BO) HEF.,, 

可 见 AE 多 8 工 而 .多 -二 多 6 

下 面 我们 将 给 出 的 定理 2. 9 对 停 时 we 及 有 多 。 的 售 义 作 了 清晰 
的 说 明 . 为 此 ,让 我 们 先 作 一 些 准备 . 

定义 2. 5( 循 序 可 测 》 1{fo)itER+} 称 为 对 (到 小 循序 可 测 ， 
敬 对 下 宇 0, 1 (Cw) ;5 世上 [01,2j wD} 作为 (,w}) 的 二 元 函数 对 
入 ([0,.7]) XX 次, 可 测 ( 其 中 才 ([50,t) 是 [0,tj 上 的 Borel 可 测 集 
类 ). 

易 见 ,对 于 ( 久 ,} 适 应 的 右 连 续 过 程 是 循序 可 测 的 ， 

命题 2.7 设 {EjmEZ+i 是 6, 到 ,PP) 上 取 值 于 (622 ,3 中 的 
随机 序列 ,多 .一 clear 是 相对 于 { 罗 的 停 时 , 则 

Ew) ow nt) E 吻 。 
证 明 不 失 一 般 性 ,无 妨 设 Tt(w@) 志 十 oo. 对 YAEZ, 我 们 有 
{wt (Cw) E AT(w) Sn) 


—[ {wt E 4:r(o) = k} € HF,, 
下 二 1 


因 调 条 lrcwycto€E'S.. 1 
命题 2.8 若 r= 是 相对 于 (多 ,的 停 时 且 rw) 过 十 oo ae.， 
{Co)} 对 {4.F,} 循 序 可 测 ; 则 Co) EE 名. 
证 明 用 测度 论 的 典型 方法 ( 见 附 录 定 理 ) 容 易 证 明 ; 当 Ca,&] 
C[0,tJ1AE.,, 由 
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{wt A Ea dXA= {wtArE (Cap) AE YF, 
知 ， 对 YBE 坟 (0,1])) XX 多 fw: CAr(w) ,ww) EB}E.T,. 表 注 意 
到 {Cw 对 {名 ,} 祯 序 可 测 ,就 有 

{CG tu) EE A's EE) EE BO X F,, 
因而 

{wt EA}= {wv AT OE EA,s Et ) 
就 应 在 . 实 , 中 ,于 是 

{wt EAT = AE 
可 见 丰 EF. 1 

注 ; 如 末 不 渴求 ft) 世 十 o0 ae ， 则 只 要 用 所 (o)7 代替 扣 5a) ,结论 
仍然 成 立 ， 

现在 ,我 们 在 一 个 随机 过 程 避 ET) 的 样本 轨道 空间 上 考 卡 
人 

二 {ww 二 (w({Dyf ET): 全 体 了 上 测 数 }. 
取 CI, 但 对 Ve 人 2, 必 存在 必 E€ 旭 ,使 

wt(s)} = wls A 1). 
意思 是 , 若 把 下 中 某 一 wy 从 上 开始 让 它 停 正 不 动 而 得 一 个 新 的 mn 
仍 在 妇 中 . 记 
tw rw Baw — ww,, 

于 是 

ws)= 和 (5) 一 ws). 
令 (oo 一 oo 人 ,我们 有 下 面 结 

定理 2.9 设 .多 ,一 sr Wy sD 0H Tc 及 设 = 是 相 
对 于 { 实 ,} 的 停 时 ,于 是 我 们 有 

1 Fo 和 .多 | 当 且 仅 当 (wm) 二 了 (Cow), 

2) ro 一 rfac(aw 人 (ms 了) 

3) FTolé rw) ET). 

4) fm)E. 沪 ,, 当 且 仅 当 (ww) 二 (ow). 

5) 当 { 信 ;iE 是 + ;循序 可 测 ， =a(&n 人 TY. 
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证 明 1 当 f(D)E€' 多 ,时 ;由 附录 定理 我 们 知道 :gj ,…， 
rt 及 无 究 维 Borel 国 数 忆 Czyz ,使 得 
fw) 一 FE Cm) se Cw ). 
于 是 ,由 ,所 1, 我 们 就 得 到 
fl = FE pl) se EAs) se ) 
= Fw 站 有 
= FE C0) se EC), ~) 
= fw) = fm). 
反之 ,车 所 二 faw), 则 它 应 等 于 让 C6 es nD), 
2) 对 YET,1(r(w))€.F,, 因 而 由 1) 得 到 
1 一 lin TO ), 
可 见 当 zt(w) 二 ft 时 ,rlwmw) 一 t 也 成 立 , 妈 有 
rtew) 一 ly tr Te ) 
一 ly tor =a T(r) = Tw), {2. 2) 
3)》 对 YAE. 窑 ,, 应 有 
laCw) ls (TE)) 全. 到, 
于 是 ,由 1),2) 得 到 
aC) ls CTOW)) = lal) ls, sn CTAWY), 
特别 沙 代 +, 上 式 两 边 仍 应 相等 : 
lat rer (THY = al) sr CT UW), 
由 于 TC {5 :3 入 Ttw)) , 它 也 就 是 
latw) = lalw). 《2. 3) 
到 由 14Cw) EF, ,可见 存 在 ET(n 一 1,2, 昼 ) 及 无 窍 维 Borel 函 
数 正 ,使 得 
Lat) 一 FOS Cw) ens Cm) ,0 ), (2. 4) 
综合 (2. 2 一 (2, 3) 就 得 到 
FOB, (ws CW) 一 14 = La(ar) 
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= FE Co) (Co 
= FOE pre) ses tarew) ,ee) 
E cei E TY), 
即 CTC att E TY. 
4) 由 测度 论 典 型 方法 ,可 以 证 明 :; 了 €.F, 获 会 f(w) 一 
Fa 事实 上 , 令 
= {fF0FE 有 Fw) = fa wm)}. 
显然 和 是 … 个 单调 类 . 由 3) 得 到 一 切 多 ,中 的 集合 的 特征 肖 数 
在 笃 中 ,于 是 立即 可 以 得 到 双 包含 一 切 对 也 ,可 测 的 非 负 函数 . 
对 一 般 /E 多 :, 它 一 定 可 被 分 解 为 二 个 多 .的 非 负 可 测 函 数 之 
差 , 因 而 /€ 
另 一 方面 :由 1),1r(zr(o)) 一 tr(ao ,于 是 当 Cw) 一 
了 lw) 时 有 
有 (的 全 fl)lro (rm)) = fw rw)) 
= fa) lontrT(aw)) = fmw hon tro) ) =— gaw), 
再 由 了 0 就 得 到 gE .多 ,从 而 /(w) EE,. 
5) 由 命 古 2. 8， 我 们 有 于 是 ol&nst ET) 
筷 多 :再 绪 合 3) 就 得 到 多 .=cfencrtET)， | 
正如 前 面 所 指出 的 , 停 时 是 一 种 随机 时 间 ,那么 它 在 什么 程度 
上 与 普通 的 时 间 有 相同 的 性 质 呢 ? 下 面 的 定理 告诉 我 们 ,在 某 些 条 
件 下 用 一 列 停 时 代入 一 个 款 ( 上 贰 或 下 磐 ?的 时 间 参 数 , 仍 能 保持 
加 (上 毅 或 下 蒜 ? 性 . 
定理 2.10 令 了 一 伯 和 tr. 设 { 多 osET} 是 了 上 非 降 e 
代数 族 , 又 有 相对 于 { 多 ,) 的 两 个 停 时 r 所 ,如 果 人 ,ZrET)} 是 
蒜 ( 上 散 或 下 贰 ) , 刚 (人 ,25 多 多) 是 二 项 蒜 ( 上 款 或 下 吉 ). 
证 明 1) 先 证 ,$$. 可 积分 ,事实 上 ， 


slsl = OEE, -1) 所 Sals, | <+ co， 
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Bem tb i rc en i a a 





同 理 乞 也 可 积分 . 
2) 设 ( ,六 由 是 职 , 对 YAE. 玉 , 红 . 玉 ,， 


mm 
Elé,1a) 一 >) EC(S laniatel=,)) 
4 二 ] 


性 
一 2 ECELE, [an tw rN {wed ty}? 


l 


™ 
DECECE, Lianeny lod [PF ,.)) 
k=1 


et 


ECé, ww LAN {esatwy = 1 一 EC 1a), 


类 似 地 ,也 可 以 得 到 Ecé, 14) 二 EC$ 1a). 于 是 
ECé,1a ) = EC )， 

好 E(t, 1 ) = 

3) 当 ( 二 ,入 是 上 著 ( 或 下 款 ) ,利用 分 解 定 理 ( 定 理 2. 3 及 其 
推论 1) 我 们 得 到 

£&. = M,+ 2,, 
其 中 CM 是 拷 , 而 (2Z:} 是 降 ( 增 ) 这 程 ,于 是 
Zoo 守 2Z(w) (或 2.(w) 委 开 (oo》， 

表 由 2) 的 结果 ,我 们 得 到 

丽人 | 多 = ECM,|,) + EC(Z,|F.) 

一 M+ El(Z|F) EEM, + ZF) = &.] 

上 面 的 定理 只 是 停 时 定理 的 一 个 极 简单 的 特 鲍 ,对 一 般 的 了 
一 2 ,及 ,也 有 相应 的 结果 ,但 它 要 用 到 驶 的 一 致 可 积 性 与 收 仇 性 
方面 的 一 些 结果 ,我 们 只 能 在 下 面 $ 4 再 进一步 讨论 ， 


3 3 不 等 式 . 收 和 敛 定理 


1， 讨 不 等 式 


对 于 独立 随机 变量 和 序列 ,有 著名 的 Kolmogorov 不 等 起, 加 
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作为 独立 和 的 推广 ,也 有 相应 的 结果 . 下 面 我 们 就 给 出 这 个 不 等 
式 . 

定理 2.11 若 信 , 久 ,,iET} 是 沿 轨 道 右 连续 的 加 下 革 , 则 对 
Yo 和 TD 有 有 


1) Plw; Sup $l(w) 2 A) TEE 1. sop E(u 
了 入 上 各 tp 


去 了 上线 (全 为 所 的 正 部 )， 


2) Prlew;: sup te 让 


0 


3》 APlw: inf é.{w) SN) 


pe 
i 


1 ,. 
EC lw, 3Uup 0 
| 


ES — El ly nf taal) 
bh 


El) ~— Elé, )} 
4} APCw: nf é (0w) < A) 


te 
< EC 一 6 TT Eté, lr, inf gta) 
0 
证 明 1) 先 设 TCZ2?, 于 是 ,在 [so,tsj] 中 了 只 有 有 限 个 元 
率 . 令 
A= {w: max etw) > A}, 
A 
A CO A maxé) (0) Sc 4). 
ek 


显然 ,入 i 和 门 4 一 疗 ( 当 jj [so 3 £0]); 六 二 (a. 
下 一 50 
于 是 


1 


PC 一 SPOAD < JE| 1 


= fy 


EC) = TE 
由 二 


避 指 Ttw》 一 上 tw) 对 YE 人 成立 (ae 已) . 
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EL 四 几 。- 


2》 对 一 般 情况 , 念 
fmm 一 $0 十 (to — 80) 《更 二 0 12 
由 1) 及 max 5 (wy 对 的 单调 性 ,我 们 就 得 到 


Plw: sup &{w) > i= P{ Ute max 6 Cw) > 4}) 


n= We 


= limP(l{w: max GD > A}) 


no i 


lim 于 Ce i max 名 oo 


生机 


1 
一 ES.1 1 ). 


进而 ,我 们 又 有 
Piw: sup tw) 六 D< limP | o: sup Co) > 
拓扑 DR 好 


< lim 六 E( 二 1,, Sn ] 
他 


nt 
二 TE é. 1 (0 ) 专 ECés). 
至 此 ,定理 的 1),2) 两 部 分 得 证 . 
3》 现 在 对 了 C21 的 情况 证 明定 理 的 4) 这 一 部 分 . 令 
BAmintE Tt <— Ah 
于 是 8 之 #0; 而 且 是 一 个 停 时 , 稍 令 
BA {fw miné(w) < — A (=o 1,t), 
0 
容易 春 出 
= {wo) 一 外 MN {v6 Cw) 2 1}, 
Bi -1 = {wBiw) Rt 1}) CC B,. 
再 利用 定理 2. 10 就 得 到 
E¢. < Eés = EltaCls, 十 la 发- 十 la )) 
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EEC A ) + EC haw) + E(kls) 
=—— AP(B) + ER — EC(é,B,) 
< AP(B,) + Eé:, 
即 
PCB,) SiR — 6). 
对 荆 二 RR1 等 参数 连续 的 情况 及 定理 的 第 3) 部 分 的 证 明 类 似 


于 上 面 2) 中 所 作 . | 
推论 1 车 导 , 多 是 鞭 , 则 对 YA4>0， 


1 
SR | 写 4) TE( | | 1 人 ) A ne | | ” 
叉车 有 ico( 对 YiETIT)， 则 有 Doob 不 等 式 ， 
P( sup 16(o) | > 让 EE 
i 


证 明 留 给 读者 完成 . 
推论 2 车 (&,. 多 ,) 是 上 扫 或 下 靳 , 则 


P{ sup |&| NS TQEE | + EI,1). 
0 竺 to 


2. 下 蒜 ( 上 蔷 ) 极 限 的 存在 性 

拷 收 雍 定 理 是 利用 靳 解 汰 许多 不 同 领域 中 的 河 题 的 主要 工具 
之 一 ;十 分 重要 ， 

本 段 中 ,我 们 讨论 limé, Ce) 的 存在 性 , 我 们 知道 ,任何 一 个 实 
数列 fa.} 没 有 有 穷 或 无 穷 的 极限 就 是 
| limea, < lima,, 
也 就 是 存在 有 理 数 a,5, 使 得 

lima, sa < bE lima,. 


这 就 意味 着 {a,} 无 穷 多 次 到 达 (a,58) 的 左边 与 右边 ,就 是 说 , {a.} 
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baie nt 


跨越 (a ,25 无穷 多 次 ,因此 ,研究 一 个 靳 人, 多) 的 收 侣 性 ,就 是 要 
研究 它 跨 越 (a,5) 的 次 数 .下面 先 给 出 跨越 次 数 的 期 望 的 估计 . 
设 人 入} 是 随机 序列 , 令 ya,5) (ew) 是 {Cw},…,&,(w)} 向 有 
联 越 ( 圭 穿 ) (a, 如 的 次 数 , 记 是 售 } 首 次 到 达 ( 一 oo ,a 的 时 间 ， 
好 是 mm 之 后 首次 到 达 [ 环 ,十 cc) 的 时 间 ; 即 
= mintj> 6 a)! 
和 一 Ininfy > 0). 
用 归纳 法 定义 
位 中 一 1 一 min{j > Cap SG 
a = tmin{j > a 汪 名}. 
于 是 着 aars>n 守 gy; 则 ya 5) 一 4. 
引 理 2.1 设 ( 和 多]) 是 一 个 下 载 , 刚 对 Ya<e {6&.(w)1 
在 4 以 前 向 右 跨越 (a,5) 的 次 数 y"m (a,5) 的 数学 期 望 应 满足 下 述 


的 上 穿 不 等 式 
EQ a6) (0)) 二 上 人 一 2 二 4- < Et el 
证 明 由 于 (一 a)1+} 仍 为 下 款 , 而 且 它 跨越 (0,5 一 2) 的 次 
数 就 是 vw" (a,5), 可 见 志 证 明 此 引 理 只 要 对 非 负 下 款 考 虑 它 跨越 
{0,5 二 5b 一 4a) 的 次 数 即 可 , 令 
A Ancn 20, 
由 于 号 产 0) 都 是 停 时 ,所 以 训导 宇 0) 亦 都 是 停 时 ,而 且 它 们 都 
单调 上 升 , 由 停 时 定理 (有 限 取 俯 情况 :定理 2 10), {és ,,&p， 
区 _1 臣 如 } 是 二 项 下 款 , 因 而 
Elés — &, 


hl 





) 之 小 
我 们 得 到 


ECé.—&) 一 DE 一 色 六 EC 一 各) 
二 1 m=1 


注意 到 
名 


Be 


— &, 


2 一 1 


六 站 em 
于 是 


7 





EC€, ~ £1) SBE{ Sma) = BEC™ OD)), 
m=ml 


特别 用 (C6. 一 a)-} 代 入 上 式 就 得 到 


EOD) CE ES 


推论 ” 设 人 ,多 .是 上 鞭 ,pmkaty 是 1 在 am 以 前 向 左 跨 越 
Ca; 所 的 人 次数; 则 


证 明 令 有 一 一 名 (加 罗 ) 是 下 载 :2 ar) 就 是 { 六 )} 跨 越 
(一 一 0 的 次 数 wm 一 B 一 2a3 所 以 
再 人 《人 一世 C bh, — a)y 








E+ E(—& 二)1) 
= Eb—6 AS)— EGC—é Ab)) 
= EG A — 6N 6). | 


特别 当 包 之 0,8 之 4a 守 0 时 ,ECGm(415)) 之 二 


定理 2.12 设 避 ,多 是 下 款 , 而 且 supEi| 之 十 oo， 则 
售 } 儿 乎 处 处 收 襄 到 一 个 有 限 极限 &., 自 .EL(dP). 

证 明 首先 ,对 下 款 有 

Ei Elé| SS 2EEt — Et,, 

因而 supEl| < 十 co , 当 且 仅 当 sup 王 Er 过 十 oo， 

另 一 方面 ,oa 6 不 pla 让 全 人 二} 跨越 Ca,5) 的 深 数 , 它 应 满 
是 

Eviab)) = Eimy™ (ab) = limEly a by) 
EEé+ + |al supE 十 |al 


Ta 


< lim 


Eon p—a 





Fa < 十 co， 
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EE 


可 见 ,oayz 几 乎 处 处 有 限 ;从 而 
已 (o: 当 于 一 co 时 (Ce7 无 极限 》 


=P( ) tolimé,(w) Sa < blimt,(w))}) 
ac 有 有理数 


一 Ptarke =+ 0})=0. 


+<5 有 埋 骨 

又 由 Fateu 引 理 得 到 : 

五 1 有 .| 一 Elim|#é,1) < lim| | < supE |&| 之 十 cc， 
从 而 ,&% 有限 人 a.e. ) 且 属于 ZCdP),， | 

推论 1 王 列 各 种 十 对 ,下 邯 几 乎 处 处 收 钱 到 有 限 极限 ，; 

1) 满足 条 件 sup 五 | 和 | 过 十 ce 的 任何 上 园 或 下 南 ; 

2) 非 负 上 挝 ， 

3 非 正 下 雪 . 

推论 2 设 信 ytE[Laybl: 是 上 蔷 ( 下 球 }. 若 有 

一 oa b 人 oo n= 12,), t+¢ito, 
则 极限 iim 人 tw) 几乎 处 处 存在 ,而 且 
一 co 所 limé, (ew) 十 oo (a.€,). 

证 明 由 于 对 Ye (Ca,5), 由 上 革 性 可 得 

— < Elt|A Ec Et Et Ee < eof 
又 由 于 { 一 台 } 是 下 载 ， 

Fé Ei Eeé,, 

我 们 就 得 到 

,sup El 一 Sup 五 (各 十 2 中) < 委 五 | 六 十 2 名 |. 
因而 由 定理 就 直接 得 到 所 要 结论 . | 

定理 2. 13C 上 蒜 的 反 向 极限 】 设 {, 久 ,1t EET} 是 一 个 .上 
《下 ) 拷 , 则 对 任意 的 ET ol 这 一 00) ,极限 

limé, Cw) A é C0) 
几乎 处 处 存在 ,而 且 
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一 oo) 十 o0 (ae 


对 下 观 的 情况 ,相应 地 有 
一 oot) < 十 oo (a,e.). 


证 明 首先 ,上 黑 的 反 向 列 {有 窜 起 Ca,5) 的 次 
数 PN {a :6 就 是 下 贡 { 一 吉 ， . 一 各， mn 一 的 右 穿 越 ( 一 上 ， —a) 
的 次 数 , 所 以 由 引 理 2. 1 ,就 有 

EC (as6)) 扫 十 ce 

其 次 ,类 似 于 定理 2. 12, $ 从 lim 人 (wm) 几乎 处 处 有 意义 (可 

以 取 十 ce 或 一 ce). 义 因 为 
E(t (wm)) < limE(é Cw) ECé Cw)) < 十 oo， 

苹 即 得 到 


Et ) + 招 | 
0 
bp—a 


一 二 oo (a.e.}). 
对 下 蒜 的 情 祝 ,相应 地 得 到 
一 cf 十 0 (a.e.).1 
定理 2. 13 的 结果 说 明 在 几乎 处 处 收 黎 的 意义 下 , 上装 ( 下 蒜 ) 
的 反 向 极限 一 定 存在 . 这 一 事实 在 以 离散 参数 去 盟 近 连续 参数 上 
下? 贡 时 很 有 用 . 因为 若 令 
F2z] 十 14 





TT, = 一 2 

则 概率 为 1 地 反 向 极限 limé. 存在 . 

定理 2.14 设 {6 ,i;1 和 rn 过 十 50} 是 一 个 下 载 ( 上 款 ), 下 列 
命题 等 价 (和 人 VF.): 


1) 信 .} 一 致 可 积分 ; 
2 
3) 名 二 一 ,6 可 积分 , (6.5.3. 多 ) 组 成 一 个 下 载 


t， 
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(上 车 ) 写 ,而 且 RE 一 EE (acc)， 

证 明 了 一 >2). 设 { 太 ) 一 致 可 积分 , 则 supE| 甸 | 一 十 =， 由 
定理 2. 12 得 到 limé, 一 上 六. 几乎 处 处 在 在 且 有 限 . 进而 ,又 由 一 致 
可 积 性 可 得 

limE|lé, — é¢,| = Edimlé, — £,.1)= 0. 
2) 一 > 3). 由 于 
supE lt | supElt 一 后， 二 Elt| < 二 十 ce， 
用 定理 2. 12 就 得 到 limé. 一 有 几乎 处 处 存在 是 有 限 , 而 且 对 多 - 
可 测 . 
又 因 ( 导 ,多 是 下 靳 , 则 对 Y4E 多 
El1a) ECé1a) Cn > n). 
令 mm 一 十 ce ,由 于 
EClée, 一 .1 EE, 一 上门 一 0 
就 有 五 (Eta) 一 lmE(é.14) > E(t1A)s 
此 即 人 .1 玫 } 仍 为 下 款 . 

3) 一 = ] ). 由 {下 聘 ,知道 1 针 站 ;. 入 ，， 

多 。) 仍 为 下 鞠 . 于 是 ,我 们 有 五 Et 所 Efi 之 十 coy， 即 
supEét < EFEét < oo, 











及 
supE CE litt) < supE (E11et > ) 请 ECS 1 pet a}). 





于 是 , 若 令 4 一 1 一 士 与 二 对, 由 下 对 不 等 式 就 可 得 到 


1 
十 = rr 
Ptsupé: A) Psup 7。 汪 和 所 TE 


一 E+ 0 A oo) 





中 这 时 称 全 ,多 1 所 一 所 十 co) 为 一 闲 下 贡 ( 闭 上 壬 ). 
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因而 ,{ 剖 是 一 禾 可 积分 的 . 另 一 方面 ， 
Eé-— Ett — &) = Et — Eé, 
-五 6 一 Eé, = Etéi < oo0s 
再 注意 到 0 安全 一 引 )- 委 扣 ,出 控制 收 和 分 定理 
limE(Cé 一 让) 一 Eim(é. 一 各) ) = 0， 
这 就 得 知 | 
limE és 一 é527)= limEL(t 一 二 (一 不) ] 一 0. 
也 就 是 limElé, — £51 = 0. 
国 { 拓 } 一 致 可 积分 ,就 有 
imEIét 一 此 | 一 0， 

所 以 

limE 1&, 一 .| 实 im 一 试 | 十 太一 和 所 |) 二 0. 
于 是 得 到 {6} 一致 可 积分 . 上 

推论 1 车 司 ,多 1 和 s< 十 co} 是 蒜 , 则 下 列 命题 等 价 ， 

1) 伟 .} 一 致 可 积分 ; 

2) 存在 使 El& 一 &|-*0; 

3 dP 而 月 {区 ,1 和 nn 仿 c0} 是 
闭 靳 ， 

4) 存在 可 积 函 数 Y 使 得 

.= 巨人 (了 了 |. 多 人 二 123 

并 且 在 4) 成 立时 ,一 互 ( 了 | 殉 。)， 

证 明 由 定理 已 知 切 打 全 2 一 :33 由 于 区 & 与 nn 无关, 显 
然 3) 寺 过 引 ; 在 名 中 取 Y 了 = 就 看 出 3) 一 >>4) ;最 后 若 从 成 立 ， 
就 得 到 





supElé,| ElY| 所 十 co， 
男 一 方面 ,由 假定 4 可 知 
E{é.1 1 一 五 (1 LE » 
其 中 
2 


Elé. ElY 
| ElY| .o, 


40, 与 无关 ,这 就 说 明了 名 是 一 致 可 积 的 ,也 就 是 1) 成立, 这 
时 对 YAE 了 F,， 
E(t,10)= limE(é,1a) = limECECY | )1a) 


PU | 宇 习 不 





= limEC(CEC(CY1A| FA)) = EC(Y1a). 


再 利用 测度 论 典 型 方法 ,容易 得 到 
Et,11) = EC(YL) (YA4E 有 一 MG ， 
即 #, 一 E(Y|.). | 


推论 2 非 负 上 霓 一 定 是 闭 上 款 ， 
又 车 这 时 Lim 五 5 一 E#， 则 它 一 致 可 积分 ， 
证 明 设 (é&,. 久 ,是 非 负 上 著 , 则 
Et ES. ;: supElé,| < Et < co， 
于 是 ,存在 © 了 ,而 且 对 YAE 史 。， 
五 (有 147) < lim ECé1a) Et,1a}. 
即 人 ,过 3 一 1,2， 十 ce} 是 闭 上 损 ， 
后 一 结论 就 是 定理 中 3) 一 >1).1 
推论 3( 反 向 极限 与 一 致 可 积 性 ) 设 T={t;n=1,2,…}, 且 
tn 4 to (to — 00), {GBF tt (fo 当 ] 门 下 是 下 (上 ) 蒜 , 令 
6 (1) = limé, (w), 
则 下 四 命题 等 价 : 
1) {t, } 一 致 可 积分 ; 
2) EIS —é+|>0 (n+o0); 
3) {+ iii 2 i 9 ,2 } 是 下 (上 ) 贡 ， 
4) limEé,> —o0 《<<oo). 
证 明 1 一 >2) 一 >3) 都 是 与 定理 类 似 . 由 3) 就 有 
ECé, [多 ,+) = Set — Et > 五 和 + 一 
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即 4 成 立 , 下面 证 明 4) 一 一 1). 我 们 有 
EClé it wzn) = E(t1s) 十 五 (一 名 14) 
会 万 十 情 ， (2.6) 
其 中 
A A {wt 0) SE 1, B.A {ok (w) FN). 
注意 { 闷 } 也 是 下 款 , 所 以 
P(B,) < TEé: SE 一 0 (A ,对 +n 一致 ). 
从 而 
n= E(tls) EEE) 0 04 一 co 对 二 一 致 )， 
又 
二 一 Et— S14.) 一 一 Eé, 五 (一 Sac) 

一 十 (1x) (Yn 之 ,由 下 甘 性 } 

二 (6 一 二 ) — Ecé, 1a). C2. ?7) 
于 是 由 假定 4 可知, 对 任 给 : 汪 0, 存 在 导 , 当 mw 宇 时 ,上 式 第 一 
项 小 于 3 . 固定 某 个 m( 尖 MM) ,注意 到 

PAE TEE | < TE — Eé,) 


去 坟 (2564 一 EE) 一 0 (4 一 o0, 关 于 一致) 
就 推出 (2,7) 中 第 二 项 对 = 一致 地 趋 于 0( 一 ce). 从 而 得 到 天 一 0 


(coo, 对 一致). 与 了 的 结论 结合 起 来 便 得 (2.6) 左 方 对 一 
致 地 赵 于 0GQ=o0), 此 即 1).1 


§ 4 停 时 定理 (一 般 情形 ) 
现在 我 们 有 了 足 驶 的 工具 将 $3 中 的 停 时 定理 从 了 为 有 限 集 


的 情况 推广 到 一 般 情况 . 在 推广 过 程 中 ,我 们 将 和 直到 两 个 问题 ;从 


有 界 停 时 到 无 界 停 时 ;从 离散 取 值 停 时 到 连续 取 值 停 时 .下面 我 们 
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分 别 来 处 理 ， 

定理 2.15 1 ( 停 时 定理 ) 设 {5, 史 ,NE 了 了) 是 一 个 闭 下 租 ( 上 
蔷 、 蒜 ), 其 中 了 = {1 和 nn 过 十 ooy 刀 不 二 这 十 00), 叉 设 fT 和 ot 
是 两 个 停 时 ; 旭 El 过 十 器 I 车 | 之 十 吕 ;而 且 i 和 1 信 六 
是 二 项 下 扫 ( 上 拷 、 鞍 ). 

证 明 1) 若 令 

7 一 | 多) 一生 《上 扫 时 取 反 号 )， 

则 (7 多 ,ET 人) 是 非 抽 上 吉 . 由 此 可 见 要 证 明 本 定理 上 只 需 对 非 钢 
上 靳 和 闭 靳 两 种 情况 来 证 明 妈 可， 

2) 先 考 上 处 闭 蒜 二 ECGS | 多) 的 情形 . 对 YAE.F, 我 们 有 

EC(E1a)= DEé aan) 一 PEE, ants) 


= DECECG, |F,)1anio-) 


一 DE lanw) = E(é,14), 


可 见 多 一 E(t |F,). 
同 理 还 有 六 — EC |F.). 
因而 


EC(& 1) = E(EC(E, | FP) = EC | 多 ~ €. 
即 人 ,5 是 二 项 著 . 
3) 当 {, 多 ,ET 是 非 负 上 名 ,我们 有 
Eléne 1 多 。 ,一 王 (liocr ie 十 lo te | 有 
一 了 》， Li 十 Le ER, 1, 》 


men 1 
SE 和 ins 十 名 Tea 一 Gens 
可 见 (&,n 多} 是 非 负 上 鞠 , 因 而 它 一 定 是 闭 的 ( 见 定理 2. 14 推 
论 2), 而 且 
号 所 Elé,) < limE (Sn) < Elénr) 二 Eé, < 十 OO. 
进而 类 似 于 2 中 那样 ,我 们 可 以 得 到 
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EC(8|.F)— DRE | ) es 


A DU én hire 一 < 《因为 tn = 一 rT ). | 


注 ; 某 些 书本 中 本 定理 常 要 求 比 财 性 更 强 的 一 致 可 积 性 条 忻 . 从 本 定理 
的 证 明 中 可 以 厦 到 对 非 负 上 靳 (即使 它们 并 不 一 致 可 积 ), 定 理 已 经 成 立 , 因 
而 对 闭 的 下 扫 与 上 贡 , 本 定理 仍然 成 立 . 

定理 2. 15 1 ( 停 时 定理 ,连续 参数 情形 〉 设 [, 了 ,1 ELto， 
(C03Eto 过 让 守 十 co) 为 右 连 续 闭 下 寺 C 上 对 ,、 豆 ) ,rg 志 十 oo 为 
二 停 时 , 则 (天 多 为 二 项 下 蒜 ( 王 识 , 蒜 ). 

证 明 信人 A tlye,o, A ltlys (no 
ecx) 由 定理 2. 15 1 就 得 到 {1 与 46， 
A :wt;""* ,2,1} 是 下 款 , 而 且 有 

ECé, 1, ) 2， 

即 E(é, 1) EG) (Of AE FC F,). 
男 一 方面 ,由 于 limE($,) 六 已 (和 ) > 一 oo, 定理 2.14 的 推论 3 


保证 全 } 与 { 人 ) 一 致 可 积分 ,于 是 对 上 面 式 子 取 极限 就 得 到 所 要 
结论 : 





区 (Sa) EC) (VAE FS).1 

推论 1 当 rosM, 定 理 中 闭 性 要 求 可 取消 . 

证 明 ”在 此 情况 下 re 都 只 取 有 限 值 ,这 时 代 之 于 定理 证 明 
中 引用 定理 2.15 1 的 是 定理 2.10. ‖ 

推论 2 ”在 定理 中 将 闭 性 条 件 收 为 一 致 可 积 性 ,定理 结论 成 
立 . 

下 面 我 们 将 进一步 给 出 停 时 定理 的 加 强 形式 , 它 在 使 用 时 更 
为 方便 . 先 证 明 - 一 个 引 理 . 

引 理 3.16 设 总 右 连续 且 关 于 (多 ,) 道 应 ,r'o 是 关于 ( 史 ，) 
的 停 时 ,由 
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Glens lore € BF. 
证 明 由 久 . 的 定义 我 们 可 得 到 1 
DE Bn EE FR, (Vt ET)Y, (2, 9) 
由 于 引 理 的 假定 ,#. 是 循序 可 测 的 . 用 命题 2. 7 便 得 1c) 所 
多 -但 是 
(Eliren 1 一 (Elircellinsa)fClincolivocn》， 
注意 到 r,o€ .Fcyoy 所 以 
lie € vs 
从 而 由 (2. 9 可 知 上 面 等 式 中 右边 的 两 项 都 属于 多 ,. 再 用 一 次 
[2.9) 便 得 lso) 世 了 F。. 
取 &. 竺 1 ,我们 得 到 low EF 所 以 我 们 有 1 EF,. 1 
定理 2. 15 及 ( 停 时 定理 一 一 加 强 形式 ) 设 {, 多 ,} 是 右 连续 
闭 干 款 ,ryc 是 关于 (有 到) 的 停 时 , 则 
Ble | 2 Ep. 
证 明 用 引 理 2. 1 我们 有 
EC), ) 一 Elta 十 Evol ) | 多 ,] 
一 elin<o 十 lirsaE tyelF,) 
él]irea) 十 1 《用 定理 2,15IY 
一 < 1 
推论 ” 设 {8, 多 ,是 右 连续 下 贰 ,rz 是 美 于 (多 ,的 停 时 , 则 
{tv 人 2 ,是 下 款 . 
注 ， 这 辣 论 比 {fn 1441) 为 下 挝 强 . 
证 明 用 停 时 定理 的 加 强 形式 于 右 连 续 闭 下 靳 {8，. ,多 . )， 
取 0 二 =; ,我 们 得 天 
. Elénr| BF ) én = én GD. | 





$5 修正 定理 


在 上 闻 中 ,我 们 对 连续 时 间 参 数 的 下 (上 ) 鞭 ,都 急 定 了 漆 轨 道 
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的 右 连 续 性 . 下 面 的 修正 定理 说 明 ,这 种 假定 并 非 条 件 这 强 . 
定理 2. 17( 修 正定 理 ) 设 (人 ,多 是 下 (上 ) 讨 , 则 
1) 存在 下 (上 ) 蒜 (3 ,多 i) 抽 轨 道 右 连续 具有 左 极限 且 使 
(和 | 多, 这 
2) . 实 , 一 多 由, 则 SE! 双关 EE, 对 上 右 连续 , 则 
Pl&, = ¥)=1, 


需要 对 所 有 的 :, 间 时 定义 办 (a. e.)， 这 时 若 直 接 引 用 上 蔬 的 收 全 
定理 ,不 可 列 个 零 测 度 例 外 集 的 并 不 一 定 仍 是 零 测 集 , 为 此 ,我 们 
考虑 全 体 二 进 制 有 理 点 集 , 直接 利 用 证 明和 极限 定理 的 思想 与 上 
(下) 穿 不 等 式 ( 引 理 2.1). 我 们 沿用 定理 2.12 中 的 符号 CvCa 6) 由 
离散 参数 自然 地 推广 到 连续 参数 ). 

1) 令 叱 为 全 体 有 理 数 ,考虑 对 上 递增 的 集合 


B= ww tw) =+ 0), 
| 


二 {ww sup |é,C0)| 一 十 oo) 
zt LOW] 


显然 ， PAD = PC) = 0 

令 = 而 Ub, b= [ACE F), A= a, 
2 下 

则 PIM = 0. 


于 是 ,yoE 丰 ,都 有 vaD( 罗 所 十 co(a 必 会 人 ,因此 当 wE 而 ， 
Himer(w) 存在 (YEQ) 且 有 限 . 


对 wt 邻 
limé, (w), weE 上 } 
Cw) 一 〈2.1072 
0 ， ww A. 
显然 .区 ,和 人 之 


2) 现在 来 证 明 了 . (Cw) cue 4 二 连续， 事实 上 ,由 (2.10)7 ,我 
们 知道 对 Ye>>0,3 8>0, 使 当 YEQ 上 且 0<y 一 上 8 时 ，| 刀 一 名 | 一 
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三 .于 是 , 当 0 < 一 上 必 计 8 时 ,我 们 有 
[R00) ~ Rm)| 一 上 imn| 有 (em — $C) | 地 <e (wE A), 
Pys 
此 即 4. {wo) 有 连续 ( 当 wE 时 ). 


3)》 往 证 7 Cw) {twE 让 ) 在 每 个 + 具有 左 极 限 . 因 为 w€A， 
va C0 之 十 co, 于 是 对 Yt, ! 盘 limé Cw) 存在 人 E 人 .从 而 ,对 


ye>0.9 > 0, 使 得 当 0 过 1 一 了 < 之 8 时 有 |&tw) 一 [| <5. 
这 样 , 对 0<24 一 <8, 我 们 有 
[Ke 一 = lim | 与 (ay 一 1 所 上 < 
FH 2 


即 Hira. Co) =!= limé, Cw) Cw € A). 
4) 本 段 证 明 ( 人 ,家 +) 是 下 栅 , 而且 E(1 了 让 之. 由 (&， 
多 的 下 鞍 性 ,EE, + ,于 是 
limEé, Et, > 2o。 
由 美 于 反 向 极限 定理 2. 14 推论 3, 我 们 得 到 {Ss 志 Y 和 十 1,YE 
人 ) 一致 可 积分 . 于 是 对 YA4E 史 CC 史 EC 六 关 9) 我 们 就 有 
五 ( 弛 1 一 Eimé,14) 一 limE(éia) 
Et) > EA O55 
因此 | 
另 一 方面 ,对 4E 多 ,， 
五 [814》 一 limE (C$,14) 六 五 (S14)， 
即 三 (及 | 多 ) 阅 吉 . 
5)》 当 .多 ,一 多 :时 ,我 们 还 进而 有 
n= EP, = EF,) Ft&. 
56) 当 Eé, 右 连 续 时 ( 即 lmES, 一 EE&), 由 于 
ECln,) 一 limEé, 一 五 上 ， 
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有 五 (77 一 é,) = 0， 
再 由 5) 就 得 到 
Pn— t=0)=1.1 


习 题 


1， 设 传 ,0 所 4 十 oo 是 一 个 蒜 ,而 且 对 WOsss6 开 4 一 0 而 
且 玉 (EE 一 56):|) == 太 (一 FC9), 则 {各 一 疡 (0)}) 是 瑶 . 

特别 , 当 和 ) 是 Brown 送 动 时 , {太一 tit 宇 0} 是 甘 ， 

2， 设 {MtET}) 是 鞍 , 刚 {|MyETY, {MitET}, ie witE 
T} , {es 四 ;EE 卫 ) 与 {MY C3tET) 当 它们 可 积分 时 ,都 是 下 款 . 而 
{MA 人 ACstET} 是 上 鞍 . 其 中 X,C 是 常数 ， 

3， 设 入 ,FET) 是 菇 而且 E 蔡 之 十 oo. 试 证 {tt} 的 增 量 
是 不 相关 的 ,也 即 不 相交 的 区 闻 上 欧 增 量 互 不 相关 ， 

4， 设 {yn 宇 1} 的 定义 间 例 4, 是 一 正 实数 , 令 a 二 Per 
过 十 20, 六 二 GE 上 击 当 a1 ;是 阮 当 上 a 
二 1; 是 下 载 当 a>1. 

5， 设 Gd 多) 是 一 个 蒜 , 而 且 ENE 过 十 玫 , 则 必 存 在 唯一 的 
一 个 非 降 可 积分 的 正 随 机 序列 {2} ,使 得 2Z,E€ 沪 ,_1, 而 且 
Cf 一 Z. 2 是 一 个 摧 ， 


8， 设 (多 ,PP 上 上 有 概率 测 诬 d3, 而 县 ddP, 又 有 一 族 o- 
代数 { 肥 ET) 使 得 多 ,人 四 | 二 二 全 dA ,dP, 分 别 是 QA, dF 在 


.多 , 上 的 限制 , 若 记 ax 对 dP, 的 Radon-Nikodym 导数 名 喇 一 上 


则 (人 ,多 是 蒜 . 


7， 试 举例 说 明 在 定理 2. 3 中 ， 若 取消 要 求 所 多 。! 而 改 为 
Z, 对 安 , 适 应 , 则 唯一 性 不 成 立 ， 
8， 试 证 明 例 5 中 ,1 是 一 个 襄 . 
了 各 
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9、 设 r,o 是 相对 于 { 多 -的 停 时 , 令 o = 攻守 二 0n 之 1). 
斌 证明， 

13》 ov 是 停 时 ,而 日 5,4oln 一 十 oo0)} 

2) {wa(ta) rw) |} 与 fw:o(o) 夺 TC0)) 均 属于 多, 门 久 ，,; 

3) 对 YAEF,, 有 A 站 Mio<r} 与 ANMm{or) EF ,nr 

10、 设 5 多 ,已 ) 是 一 个 概率 空间 ,(& ,多 ,) 是 款 , 多 , 是 .多 ， 
在 浏 度 P 下 的 完备 化 . 邻 . 邓 ,， = 站 肥 ., 试 证 明 (和 ,有 多，) 仍 是 款 . 


又 车 { 太 } 沿 轨道 古 连 继 , 则 (6 ,多 ) 也 是 摇 ， 
11， 试 证 明 右 连续 过 程 {)} 若 对 于 { 多 ,适应 , 则 人 对 1 多 
循序 可 测 . 
12， 设 信 光 EET} 是 右 连 续 对 {多 ,| 1} 适应 的 过 程 , 令 
a=inf: > 0 ET,E EG (oN 开 集 }, 
试 证 明 a 是 相对 (多,; } 的 停 时 . 
13， 设 这 会 2 ?是 对 称 随机 徘徊 (第 一 章 鲍 2), 令 
r 一 Iminftne = 和 或 名 一 一 Mi, = g(tsk Sn). 
斌 证明; 对 任意 的 #4 宇 1,rAn 是 停 时 ,rrAakr 也 是 停 时 ,而 且 


?A Pt =~ MD = Ws 
P(E = N) = 页 车 太 ， 


其 中 P。 表示 过 程 从 原点 出 发 所 对 应 的 概率 测度 . 
14， 考 虑 上 例 中 户头 六 的 情况 ,证 明 


[2 引 = 人 N+N 
人 








p . 
15. 设 { 有 EL0o,+co)) 是 单调 上 升 . 右 连续 的 5- 代 数 族 , 
是 一 个 随机 变量 ,下 1 <Teooc 是 一 个 有 限 停 时, 试 证 明 
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EC(S|,) 一 五 (有 | 多 | 
16、 设 售 ,Fsn 宇 1} 是 一 个 挝 ,t+ 是 一 列 有 界 停 时 ( 即 所 
zj] ; 则 人 Fn 这 1} 是 一 个 就 . 
17， 设 18, 史 ,5ET) 是 一 个 右 连续 款 , 了 是 一 个 非 贫 凸 函数 ， 
则 对 We>>0O， 
Plsupf (é.) 六 5) 委 supEf (é.)/e. 
特别 :对 常数 C2>>0 有 
Plsupé 六 旭 入 supELexpCC(E, — A797]; 
Pelinfé, 过 一 A) 过 supElexp(— (十 2)) |]; 
People | 洋 dD < supE[expCCIE | — 0))]; 


Paop1e — Es| 宇和 EsupEE — ES /XA. 
teEF iET 
18， 试 证 明 对 C 之 二 
PimaxlB, | 区 委 《1 一 Ct) -Fexp 一 | » 
0 各 2 





其 中 :BtEL0, 十 co)} 是 Brown 运动 ,进而 证 明 可 选取 C 使 不 等 
式 右边 达到 最 小 ,从 而 得 到 估计 : 


-ep| 一 元 十 二 | (对 二 之 部 ). 





Pimax |B,| 主人 
DE 


19. 设 1B.;tEL9, 十 co 首 是 Brown 运动 ,多 ,一 aCB ssetyr 

是 相对 于 {. 多 ,的 停 时 , 则 
EB = 0, EBin, ~ Etr A 2). 
20， 在 上 题 中 令 
t= inflt > oO;B, € (aby CC— oe Lah i 00), 

求 EB ,EB.yEr,P(B 一 qa);P(B, 一 四 及 工 的 分 布 (或 拉 氏 变换 ). 

21， 设 人， 宏 。2 之 1 是 一 个 蒜 , 或 非 负 王 舱 ，sup 开 总 一 
+ ce, 则 

lim$, 一 有 < 十 co (a,e,), 


了 2 
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即 Pllimé, 一 和 <+ 0) = 1; 
而 且 El CO— t.,1*: -= 0. 

22， 设 16,F ,jn 六 1} 是 一 个 著 , 而 且 supe| 久 | 达 十 oo; 及 已 
知 存在 基 一 个 上 宇 1, 使 

lim (EE,é,11) 一 ES,Eé.rs) 一 0. 

则 总 一 常数 CCn->co)- 

23， 试 用 吉 收 笋 定理 证 明 任 何 独立 中 心 随机 恋 量 (8 一 02? 的 
和 序列 9。 一 所 十 … 十 名 当 满足 这 过 十 oo 时 ,概率 为 1 地 收 
租 ， 

24.， 设 仁和 之 1} 是 独立 随机 变量 序列 , 令 

A= {wi | | < 到 十 co) 

试 证 明 :,P(4) 一 0 或 工 . 加 

25。 斌 对 以 下 情况 举例 ， 

12 {6 n 人 1} 是 靳 ， [limé, | < 十 oo(la.e.); 但 是 ， 
Lim 五 | 人 | 一 十 ooc， 

2) 习 , 多 是 款 ， lime 不 存在 :但 是 | 有 6 1 委 于 扫 十 co 

3) 一 个 正 寺 {5 ,. 实 ,} 不 一 致 可 积分 . 

26， 设 全 ,FtE (90:00)) 是 右 连 续 下 鞍 ,r 所 0 为 二 停 时 , 试 
证 明 

ECélien) SECs) 十 Elé iesen ). 
提示 :考虑 trArt 与 st. 


了 3 


第 三 章 ” 可 数 状态 马 氏 过 程 一 一 马 氏 链 


本 章 将 研究 一 种 较 科 单 秀 马 氏 过 程 一 一 可 数 状 态 马 氏 过 程 ， 
也 称 马 于 链 . 

设 soC2Z1 ,是 7 的 一 切 子 集 组 成 的 o- 代 数 . 现 考 虑 一 个 以 
(C57, 了) 为 状态 空间 的 马 氏 链 一 信 ;tET;. 设 T= 二 Rt 或 21. 

在 第 一 章 中 ,我们 已 经 看 到 :一 个 马 氏 过 程 的 统计 特性 完全 由 
它 的 初 分 布 测度 与 转移 炉 率 决定 ,而 后 者 在 可 数 状 态 空 间 下 还 可 
以 进一步 简化 . 事实 上 ，, 令 

pO AP(E = (ViE Se)， 

potsir) AP(E = I = (Vsti € 50), 
则 初 分 布 测度 与 转移 概 率 就 可 由 {p00 让} (Go 门 } 抉 定 :对 
¥ AEE, 


二 (0,4) 一 YP); 


JE 加 
poesisd) 一 一 人 2G 5 
于 是 ， 转移 概率 应 满足 的 条 件 工 . D7. 3) 就 变 成 : 
了 .1 ) 六 Ge D0 plesis =1; 
了 .2') {Kolmogorov-Chapman 方程 ) 对 Y ss 有 等 式 
LP Sti prs jh =p sryik). 

了 . 2) 在 这 里 是 自然 成 立 的 . 把 {p(s,t;i, 丫 } 看 成 是 一 个 矩阵 
Plss2( 它 的 i 行 让 列 元 素 为 Bai, 门 ), 于 是 了 1) 与 了 27)， 
就 蛮 成 

T, 1 Pts ,是非 负 算 阵 , 而 二 

Pls,t)1= 1 (f= [中 
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TT, 2) Pst)PO r=P(s yr) 《Y set<ir), 
我 们 称 满足 了 . 1 的 方 阵 为 随机 阵 , 称 满足 工 . 1 与 了 .2 个 的 
方 阵 族 为 转移 阵 族 . 
称 过 为 时 齐 马 氏 链 , 如 果 我 们 有 
Plsss + = PO) (VY st E TY, 
将 它 记 为 PQ) ,于 是 工 . 2’) 就 是 
PlYPG) = Pls tt) (Yst ET), 
这 就 是 说 {P(s) ;5s EET} 组 成 一 个 半 群 . 
对 宁 二 Z+ (离散 时 间 参 数 ) 的 情况 ,我 们 还 可 以 得 到 
PO) 一 (PK1))” (Yan€ET= 2+). 
于 是 的 全 部 统计 特征 就 由 (1) 与 {p (0, 站 } 决 定 . 在 这 种 情况 
下 ,我 们 说 转移 概率 阵 ( 或 简称 转移 阵 ) 就 是 指 PC1), 以 后 有 时 简 
写 为 P. 将 P 的 第 i 行 第 j 列 元 素 记 为 pj, 而 将 P= 二 P(n) 的 第 i; 行 
第 7 列 元 素 记 为 pi; y(n)， 
为 方便 起 见 , 我 们 将 PA],= 门 记 为 已 C4) ,ECF| 包 二 说 记 
为 五 (请 , 旧 五 (4) 理 解 为 王 (4) 一 瓦 (1 


$1 离散 时 间 时 齐 马 氏 链 


1， 例 


本 节 我 们 就 一 些 具 体 的 例子 来 考察 它 的 转移 阵 . 下 面 的 例 1、 
鲍 2 已 经 在 31.1 节 中 提出 了 模型 ,此 地 不 再 重复 ,而 只 给 出 转移 
阵 卫 ， 

例 1CBernoulli 序列 )” 信 .;n 空 1}) 是 相互 独立 同 芬 布 序列 ,而 
上 . 

Pe, = 1)=p, P(E =m=— 1)= yg, 
pp 二 9g=1. 
可 见 957 11, 一 1). 转移 阵 是 一 个 二 阶 方 阵 : 
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p ga 
例 2( 短 机 徘徊 ) 基 = {,;n 之 0} ,其 中 


Knew) 一 Der(w) 十 RoR n,m) 一 Rw)) 
ER 二 1 


《这 里 余 (o) 即 例 1 中 所 定义 ). 于 是 9 二 Zz, 而 
PX! 一 J|X, = 2) = P(é + KR, = j|R, = 1) 
= Plé,, = j— XIX, = 
= Pe 一 了 一 下 于 一 站 
= Piér 一 了 一 站 
p， 当 j 一 i 十 1; 
-上 当 j 二 i 一 1; 


0， 其 它 . 
从 而 
—1 0 1 
一 1 4 0 Pp 0 
P= 0 所 p 
1 0 0 PP 


例 3t 具 有 了 吸收 壁 的 随机 徘徊 设 一 个 粒子 从 [0,] 中 的 整 
格 点 出 发 ,每 次 向 左 或 向 右 走 一 步 ,如 粒子 到 达 0 或 N 就 在 该 点 
永远 停 住 . 设 和 粒子 在 格 点 站 出 发 的 条 件 下 分 别 以 pi yg (pi 十 qi 一 
1 的 概率 向 右 或 向 左 走 , 设 XX, Cw) 表示 走 过 第 nn 步 后 粒子 所 在 的 
位 置 的 格 点 坐标 ,于 是 {X,,n 实 0} 是 一 个 马 氏 链 , 其 状态 空间 = 
{041,…,N 一 ],N}, 而 且 

PX =7 I RR OS) 
=P(X n=j|X, =7) 
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Pis lj 二 =i-l<N 二 1; 


他， 0OsS7 一 一 1< 六 一 1; 
一 4 ， + 一 站 ,一口 ; 
1， i—N,j—N; 
0， 其 它 . 
于 是 转移 阵 就 是 
1 D 0 0 0 0 0 
4 0 pp 0 0 D 0 
p= 0 dz 0 A: 0 D 0 
0 0 o 0 一 0 pw-i 
0 9 0 DO 0 D 1 


例 4( 有 具有 反射 壁 的 随机 徘徊 ) 在 上 例 中 如 0, 改 为 反射 
壁 , 即 当 这 ,二 0 或 NH 轩 , 开 ,#1 二 1 或 N 一 1; 这 时 {及 .} 仍 为 蕊 氏 链 ， 
而 且 


0 1 0 日 0 0 0 
4 D pi OQ 0 © [由 
rl 
站 0 0 wl 0 px.) 
0 D 0 0 0 1 D 


例 5( 分 支 过 程 ) 在 核子 裂变 或 细胞 分 玖 等 过 程 中 ,每 一 代 
裂变 后 的 某 种 粒子 或 细胞 总 数 决 定 了 下 一 代 的 粒子 或 细胞 总 数 的 
分 布 ,这 就 是 分 支 过 程 . 在 数学 上 它们 抽象 为 以 下 模型 . 

设 舍 ,s5a 开 六 1} 是 一 族 相 互 独立 取 值 于 2 的 同 分 布 随机 恋 
量 族 ,已 人 ,一 门 一 同人 一 0 1 今 


并 
a 


1 一 六 名 bw 到, 一 1. 


这 里 名 ,44 表示 第 代 的 第 个 粒子 的 裂变 情况 ,于 是 第 十 1 次 
?7 





裂变 后 的 粒子 总 数 是 忆 由 于 独立 性 
PN, i= jyN) = 一 
一 已 (十 人 十 总 一 有 
一 站 
我 们 有 
PX X Pi 
即 
PAXst 一 FR1s Ri,) 
= Pr 二 十 人 Spx, 二) 
= P(X = NX,). 
可 见 {X,1n 庄 0} 是 马 氏 过 程 , 注意 到 当 和 .= 一: 时 , 广 。 是 ;个 祖 互 
独立 同 分 布 的 随机 变量 之 和 ,可 算出 转移 阵 为 
下 (1) = (pi,), 


eT 
其 中 Pi 一 一 一 ja 0 


例 6( 遗 传 马 氏 链 ) 设 某 种 生物 细胞 中 及 对 染色 体 , 其 中 
有 一 部 分 是 a 型 的 ; 男 一 部 分 是 #5 型 的 .在 它 不 断 繁殖 后 代 的 过 程 
中 ,如 果 . 上 一 代 的 2N 个 染色 体 中 有 i 个 a 型 ,2N 一 i 个 8 型 ,那么 


下 一 代 每 个 染 包 体 是 a 型 的 概率 为 5 六 ,是 总 型 的 概率 为 2 
记 第 代 细胞 中 含 a 型 的 个 数 为 X,(w) , 则 1X。(w)} 是 一 个 马 氏 
链 . 注意 到 已 知 X,(w) 一 的 条 件 下 ,X.+i(w? 服 从 二 项 分 布 ,因而 
转移 概率 为 


。 fi Ni 
POXor(W) 一 了 | 下 Ke) = = po 一 Ca| 南 | | | ， 








2， 状 态 分 类 


定义 3.10 可 达 站 称 状态 i 可 达 j, 如 果 存 在 x 衬 0, 使 得 
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itn) >0. 记 为 i*j, 称 i 与 7 互通 ,如 果 i>7 ,月 jri, 记 为 irj. 
状态 集 5 的 子 集 4 称 闭 集 ,如 果 YiEA4 有 ps 二 1. 邵 果 沁 7 
不 合 真 的 闭 子 集 , 则 马 氏 连 称 为 不 可 约 . 

在 本 书 中 ,我们 约定 ; 与 i 自己 互通 (这 一 点 与 其 它 书 不 同 ). 

命题 3.1 “互通 ”关系 是 2 中 的 一 个 等 价 关 系 . 

证 明 因为 ie 等 价 于 j**iy 辐 见 互 通关 系 是 对 称 的 ;又 因 
为 pi(0) 二 1 邦 ie 站 此 外“ 王 通 ”" 关 系 还 是 传递 的 , 因 罗 jj, jj 
时 , 习 nna 使 

pilny > D， patns) > 0， 

于 是 

Pan + #2) 一 pum) pulna) BF pon) pa) > 0， 


也 就 是 i 可见 可 达 " 关 系 是 传递 的 ,因而 “互通 ”关系 也 是 传 
递 的 . ‖ 

由 命题 3. 1 可 见 . 我 们 可 以 把 2 按 “ 互 通 ” 关 系 分 成 许多 类 
( 子 状态 类 ) :使 其 中 各 类 之 间 不 互通 ,而 每 类 中 任何 两 个 状态 都 互 
道 . 在 同类 的 状态 则 还 有 许多 共同 的 性 质 . 下 面 我 们 逐个 曾 明 它 
但. 

定义 3.2 状态 ; 称 为 常 返 , 若 

Pm; 1 nn 十 吕 合 起 一 让 条 二 让 二 1; 

否则 称 i 为 非常 返 ( 或 暂 访 ). 

i 常 运 的 意思 就 是 从 i 出发, 有限 步 内 必 回 到 i. 令 

:AD 会 Pit#. 在 时 刻 # 首 达 7 站 (之 1) 
= P(é, = jE ji0 En), 


方 全 PE. 在 有 限时 间 到 达 
二 DNRC. 在 4 首 达 户 一 fy). 
容易 看 出 





Ptn)= Pt, = 门 二 DPi(&, 二 让. 在 h 首 达 站 


k=l 


一 SPC&. 在 k 首 达 站 PC8, = jl& 一 站 


二 1 
= Df pn 一 起. 《3, 1) 
臣 二 1 


命题 3. 2 以 下 命题 等 价 : 
1) i 是 常 运 的 ; 
2 Dfitn) 一 主 # 


3) > pa) 一 十 0. 
当 ; 非常 抬 时 ,Y j，> ,pina) 所 十 so。 
证 明 由 卫 ) 方 人 二 P(&.(w) 在 有 限 步 内 回 到 站 和 印 二 门 知 1) 


与 2) 等 价 . 又 由 (3.1) ,我们 有 
已 (z) = 1+ FC)P(), 


即 
Per) 一 - 《3。 2) 
1 — Fr)’ 
其 中 
Prz) 一 Ppaln)e", Fiz) = Dy fs", 
下 十 由 下 二 1 
由 于 


Dy fatn) 一 limF te) ， 
2 psn) = limP(z)， 
= 


”可 见 (3.2) 两 边 当 zxz 相 1 时 同时 有 限 或 无 限 , 因 而 
了 ,PrCn 一 十 oo0; 当 是 权 当 了 CD 一 1. 


及 车 i 非常 返 , 有 Dpiln) < 十 Oo, SFistn) RR 1 ， 由 3. 1 
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So 下 六 wo Fick) = 6) 之 pc 一 各 
= (DA) pi) < 到 十 co {Df 1).,1 
命题 3.3 基态 是 按 志 通关 系 ( 规 定 i 与 i 自己 互通 ) 所 得 到 
的 一 个 等 价 类 , 设 记 Ei 常 返 , 则 太一 人 E91imio}; 玉 中 一 招 
状态 都 常 返 ,而 生 从 五 中 的 状态 出 发 一 定 能 经 有 限时 间 达 到 ie， 
并 水 不 可 到 达 外 的 状态 ( 往 后 这 样 的 状态 类 称 为 互通 常 运 类 ). 
证 明 由 等 价 类 定义 ,显然 互 二 {E91ierio). 现在 证 明 任 何 
一 个 常 返 状 态 i 如 能 到 达 j, 则 上 j 一 定常 返 , 而 且 jmi. 有 了 这 个 辣 
论 就 证 明了 本 命题 成 立 , 事实 上 , 当 7 常 返 ,i->j. 令 
mg 一 min{n 2 js p(n) > 0}, 
则 对 Y 1 二 nn 之 mmo; 我 们 有 GD) 所 patn) 二 0 及 





FCmo) — DFR) pi Cmo 一 处 ) 二 Pi Crno) > 人 0. 
kl 


叉 由 于 i 常 返 , 故 
0 =P(S FLY nl1 | = 
阅 忆 (Sm 天 1 人 一 六 后 天 计 对 W k0, ln me |é, =i) 
之 帮 (Cpeo) PE 天 是 0 人 一 六 各 天 站 站 ln<mo) 
= fi mo IPE nm LY k>01é% = 7 


= fCmo) |( 1— Sc)) ， 


那么 ， fk) 一 1. 可见 从 j 出 发 在 有 限时 间 能 概率 为 1 地 到 达 


i. 因此 Ze 于 是 ,3 Riri 使 pitmn)>0,patms) >0, 再 利用 不 等 
式 


Dp 十 机 十 天) 尝 Dy pr) piln) py 
一 putn) paCns) piln) 一 十 Co 
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就 知道 ; 是 常 运 的 . ] 

由 上 面 的 命题 就 知道 , 按 互 通关 系 所 分 成 的 等 价 类 中 ,有 一 部 
分 是 常 返 状态 所 组 成 的 类 . 其 这 种 常 返 类 出 发 永远 不 能 到 达 它 以 
外 的 状态 . 换 句 话说 ,一 个 马 氏 链 一 旦 到 达 某 个 常 返 类 ,就 必需 未 
远 停 留 在 此 常 返 类 中 ,并 且 将 跑 禹 此 常 返 类 中 的 全 部 状态 . 于 是 ， 
我 们 对 上 述 各 等 价 类 之 间 的 转移 概率 可 以 得 到 下 面 的 图 案 : 设 全 
体 常 返 类 是 吾 ,瑟瑟 ,将 全 部 非常 返 类 合并 为 一 娄 , 记 为 
Ui 车 将 状态 按 不 同等 价 关 系 类 排列 ,转移 阵 应 有 以 下 形式 ， 


U H, H;, H, "»: 五 ， 

的 的 多 一 的 "|U 

0 0 0 0 “lf 
pi 0 四 4 0 + |H: 

0 0 0 ® 0 ,| 五， 

0 0 0 0 - 的 …| 


其 中 每 一 抉 0 代表 一 个 全 部 元 素 均 为 0 的 子 矩 阵 ; 而 的 与 抬 代 表 
一 块 可 能 不 全 为 0 的 子 阵 . 四 是 子 方 阵 , 它 本 和 碳 又 是 一 个 随机 阵 . 
如 果 一 个 马 氏 链 有 两 个 以 上 的 常 返 类 , 它 的 转移 阵 一 定 非 不 可 约 ， 

显 多 所 有 状态 之 间 都 互通 的 马 氏 链 为 不 可 约 的 马 氏 链 . 

定义 3.3( 周 期 ) 状态 i 称 为 以 a 为 周 湖 ,如 果 当 m 不 是 d 
的 整数 倍 时 pi (m2) 二 0, 而 且 存 在 部 ,使 > 时 ,pi(84) 半 0,. 当 4d 
二 1 时 又 称 非 周 期 的 . 中 

命题 3.4 同一 类 返 类 (互通 的 常 返 状态 } 中 一 切 状态 都 有 相 
疗 的 周期 ， 

证 明 设 i 以 4 为 周期 ,ie»j, 于 是 存在 刀 实 1, 使 当 wm 不 是 d 
的 倍数 时 ,za (ma 一 0 当下 六 本 时 ,aa(EdD)m0,. 及 存在 n,ns 使 得 


名 可 以 证 明 : 一 个 常 返 马扎 链 的 每 一 个 状 次 都 有 一 个 周期 1 所 d 所 十 oe. 
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Pr0 pin0 设 了 以 z 为 周期 , 即 疡 (好 ) >0( 守 关 ). 我 
们 有 
pit 十 ma hE) pin} phpPitns) > 0 《二 ki), 
于 是 可 见 , 存 在 名 写 1; 使 (由 对 称 性 不 妨 假 定 加 之》 
2 ns 二 Bt = kd, 

ma 十 ma (kK Dom kd (ks > ki). 
可 网 1 一 (Ks 一 kd. 同 理 可 得 gg 一 全 一 站 站 因此 ,天 一 下 一 下 一 元 
二 1, 即 t=d., 此 邑 需 证 . ‖ 


3， 调和 函数 、 过 份 函 数 与 禁忌 概率 


让 我 们 考虑 一 个 以 P 一 (pi) 为 转移 阵 的 马 氏 链 &. 
定义 3. 4( 这 份 函 数 , 调 和 函数 ) 设 了 是 定义 在 22 上 的 一 个 
通 数 5 可 以 取 值 十 cs) , 若 子 非 负 而 且 
PfSI [ 即 对 Vie 有 Vp <f), 
则 称 了 是 P( 或 名 的 过 份 画 数 . 我 们 称 是 一 个 调和 函数 如 果 P [ 
二 了 (注意 Ps 萄 含 Ptx)f 志 放 ,此 处 1 为 f 值 排 成 的 列 拭 阵 . 
定 尖 3.5( 禁 鼠 概 率 ) 设 有 的 非 空 真子 集 刁 . 令 
gp) APloyé (lw) = jw) EE HOETLn| = i). 
我 们 称 ipi02) 为 由 7 到 7 的 步 回 避 古 的 禁忌 转移 概率 . 
事实 上 ,我 们 前 面 所 定义 的 x 步 首 达 概率 六 Co) 就 是 回避 殖 
二 {站 的 禁忌 概率 ;fCn) 二 4 pCn). 
命题 3.5 令 wp; 从 pl), 则 对 9 jE Hnpr < 
十 co(Y ji 叉 令 
wsPon) A Gp) en whP” ~— (ppi ens 
则 
BP AnPO) = Cp een; phPin) = CpPYs 
而 且 当 PP 二 通 时 ,我 们 有 
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(一 rrP 一 人 (CoP) =nP', C3. 3) 
二 族 


D6 一 pinps = pp; 《对 了 它 五 ,所 五 ). 


EE 
证 明 令 
TAinf(n 人 15 二) 加 和 
由 于 对 7 关 m 我们 有 
Pipn — 7) 

= Pl = e000 Rt ml ) 

= Plé pn CO je OR 二 mit,) 

= Pes Cn) is Fins) C3. 4) 

= learnocsam ee (rn = jm En 


= ly pio, (Are = 27). 


~ oP 
可 见 # 二 地 是 一 个 以 下 一 | 0 | 为 转移 阵 的 马 氏 链 ( 这 梯 


的 uw 了 满足，P 1ss1, 称 为 准 转移 阵 ?. 另 一 方面 ,由 j-*io,; 可 以 知 
道 , 当 ji， 

Pj(3 在 有 限时 间 不 返回 门 关 Pitr 二 二 oo) 一 已 >>0， 
于 是 可 见 了 对 ?是 非常 返 状 态 ,而 且 


0 


Puln) 世 十 ce. (3,.5) 


n=1 
再 注意 到 :对 记 E 五 ,应 有 
Hpitn)= Pi = EO 
P(e = js nn) 
一 中 ps) = Pln), 
综合 (3.4) 与 (3.5) 就 得 到 ;对 一 切 jioyjrioEH， 
api = 人 ja EC DPln) + oo. 


4] 


B4 


rp ee a 


特别 地 , 当 PP 互通 ,一 切 j-> 右 ,内 而 


gp = = > puylny) < 十 ce， 
而 已 


(一 noP 一 人 一 op) > 一 了 
严 一 自 


{DP ) 人 一 sz) 一 一 oP) 
此 一 入 


即 他 一 5P) 一 PP = DP 
拉 一 由 
义 由 于 对 jE 日 ,hj 


rp = SY pon) 一 span 十 1) 一 >, Dy pa) ps 
=! = nn EH 


= ups ps 
再 将 此 代入 (3. 3) 式 ,就 得 到 
人 Ge 一 加 a) Hp 一 2 Pr — Pij: 
定理 3.6 设 P 不 可 约 , 则 PP 常 返 当 且 仅 当 P 的 一 切 过 份 施 
数 都 是 常数 ， 
证 明 1) 设 刀 非常 返 . 由 命题 3.5: 取 五 二 { 庆 ,应 有 
Pe Hpi 十 Ps np (apy = fy). 
了 于 是 令 六 一 广 他 天 力 ， 扰 门 一 1 ,我们 得 到 
Zpnf (有 = fs 0), 
可 见 了 是 一 个 过 份 函数 . 事实 上 一 定 不 是 常数 (假设 不 然 , 即 广 
一 1G 天 力 , 就 得 到 以 下 矛盾: 
1>> 户 一 Pai 十 py 一 之 /加 一 1). 
2) 设 常 返 , 如 果 存 在 过 份 函 数 了 使 AC) 一 十 co ,那么 由 于 
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PP 不 可 约 , 存 在 no; 使 piytno) 计 0; 因 而 
iD 这 pu Cn) fk) 一 十 2， 
即 f(D =+ eo， 
因此 我 们 只 需 考 虚 了 只 取 有 限 值 的 情况 . 令 是 以 了 为 转移 阵 的 
马 氏 链 ， 
7 = 0 
于 是 
E(f (SP) = EC IE) = 了 pe) SAE,). 
可 见 i7 "是非 负 上 鞠 , 因 而 limf(6.) 二 Lim 一 p(w) 一 定 a. €. 
存在 . 另 一 方面 ,由 于 PP 常 返 不 可 约 , 我 们 有 
Plé = jo)= P(t mk,io)=1 (vk,)) 
《io. 表示 发 生 ce 次 ). 因此 ， 
PFE) = F000,) = PC) 一 FE) io,) 一 1， 
即 
PAF = 1 = Hw)) = 1, 
可 见 .关门 与 了 了 无关. 【 - 
推论 1 当 PP 不 可 约 , 则 它 是 非常 返 的 当 且 仅 当 方程 
pay 一 和 GE 关 认 3.8) 
《对 某 个 祖 有 非常 数 有 界 解 . 
证 明 1 事实 上 ,在 定理 3.6 的 证 明 中 已 给 出 非常 返 时 
53. 6) 的 一 个 有 界 非常 数 解 . 
2) 现 往 证 (3. 6) 有 非常 数 有 界 解 时 ,P 必 非 常 返 . 设 不 然 , 即 
P 常 返 而 (3.6) 有 非常 数 有 界 解 {y;1E 57). 由 于 常务 数 一 定 基 
(3. 6) 的 解 ,所 以 不 妨 设 y% 宇 0( 因 为 {yy 一 infy4 之 0} 就 是 (3.6) 的 一 
个 非 负 有 界 非 常数 解 ), 令 
& 一 Ji 一 人 poor C= SUPYs > infy > 0, 
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若 < 产 0, 那么 14G7) 一 就 是 王 的 一 个 过 份 函 数 , 由 常 返 性 得 到 
{yx} 是 常数 与 所 设 耶 盾 . 但 是 *<0 也 不 可 能 , 国 为 重复 用 (3. 6) 
n 次 得 到 


‘> bay ~y—a p,m) 一 十 so， 
可 见 P 不 可 能 常 返 . | 


$2 弱 届 历 定理 与 不 变 测度 


1， 器 遍历 定理 
定理 3.7( 志 裔 历 定 理 ) 设 上 是 一 个 马 氏 链 , 它 的 转移 阵 是 


PP, 邻 





L™ = 1 DP "= (ym))). 
和 
则 极限 
limL™ 一 下 汪 0(E 一 【也 站) 
存在 ,而 且 满 足 方程 
下 一 工 P 一 工 一 也， 
证 明 由 于 
可 一 上 
0 Ltn) = i Pps) 1, 
可 见 存 在 子 列 nti, 站 -00 ,使 
Ls iD)) — Li (并 一 十 co). 
于 是 ,可 由 对 角 线 抽 子 列 法 得 到 ,使 得 Y 7 
Lm) Li; (二 十 cc， 
即 Fe 一 工 
另 一 方面 ,由 于 


a—} 下 一 了 
LPp= 1 SPp= VPP 
ne An 1 
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一 PE" = Lo 十 二 (P 一 六， 


其 中 了 是 单位 阵 , 可 见 
limL"i PP = LO= lmPL™.. 
[i 


又 由 于 pk 一 1, 0 之 上 所 1, 用 有 界 收 化 定 理 , 就 得 到 工 = 
PL. 再 用 Fatou 引 理 得 
LP= (lim IP S jimEeoo = lmPL = PL= LL. 《3.7) 
另外 , 电 
LP1 二 Ll 所 1 (1 为 元 素 全 为 1 的 列 向 量 )， (3.8) 
可 见 六 (zs 一 (LP)s)》 = 0, 于 是 再 利用 (3. 7), 芭 ,一 LP); 之 
8, 就 有 了 工 , 一 (PP 即 王 一 工 疡 进而 ,我 们 叉 可 得 到 
1 sy 
-P-L ) 工 . (3. 9) 
再 由 (53. 9? 用 有 界 收 敏 定理 得 
L=lmLLw 一 LIL~=L. 
最 后 我 们 来 证 明 limze 一 志 设 mw 一 吕 是 一 个 子 列 ， 使 
limZe 一 工 ,那么 由 LIL==L 上 LP 和 有 和 界 收 傲 定 理 得 
Lo=limLL” = LL. 


i 


又 由 于 工 和 工 是 平等 的 ,可 知 工 ~LL. 再 由 Fatou 引 理 及 (3, 9)， 
我 们 有 
于 一 Gime OL Elim LL) = 
同 理 ,LL<<L. 于 是 
EIL<L-=1L<L. 
即 工 二 LL=LL=L, 这 就 证 明了 任意 子 列 sw，,5™~* 有 相同 的 极限 
Ll 
定义 3. 6( 不 变 测 谋 》 设 # 二 (Cm,… ,mi,""*) 使 得 
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Dp = Tj Tj 0 (VN, zx; 不 全 为 零 ， 
则 称 x 是 P 的 一 个 不 变 测 度 . 又 者 PR 二 1， 则 称 之 为 不 变 概 率 
测度 . 

命题 3.8 若 上 5 基 瑟 的 不 变 测 度 , 则 zP 一 开 《VY 2 之 0)， 
以 了 为 转移 阵 的 马 氏 链 上 是 平稳 的 当 且 仅 当 它 的 初 分 布 & 是 
一 个 不 变 测度 . 
证 明 由 定义 gP 一 #, 于 是 xP" 二 x#P"'! 二 一. 
设 初 分 布 & 是 不 变 测度 , 则 Pré, 一 站 一 之 ppoCm) 一 启 与 天 
无 关 , 从 而 得 到 
P(é, = 31 2 = za) 
一 POs 一 ED pi, (fa 一 £1 pi (£3 — fed)" 
XX pis (CO 1) 
一 Plé rs 一 1 pe fs 十 了 一 {£1 十 TOD 
XxX pi th 十 TT 一 (ft, 二)》 
一 已 (所 + 一 i re 一 za 一 7 
即 & 是 平稳 的 . 
反之 , 当 二 平稳 ,显然 
PE C=) = (Yan), 
于 十 A 二 PiEé, 一 1) 二 DjPeé, = kpr = Dpns 
肥 g 是 不 变 测度 . 1] 
注 : 由 定理 3.7?, 旺 然 工 的 任何 非 零 的 一 行 都 是 不 变 测 度 . 
定理 3.9 设 上 是 一 个 不 可 约 马 氏 链 , 理 常 返 ,转移 阵 为 三, 岂 
1) 工 一 1 EC 一 列 扎 阵 乘 一 行 矩阵 ?. 
2) zi 人 一 1 或 者 全 为 0, 或 者 全 不 为 0. 
3) 了 的 不 变 概 率 测 度 存 在 ,; 当 且 仅 当 # 不 为 0. 这 时 * 是 严 的 
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唯一 不 变 概 率 测 度 . 

证 明 1) 由 于 蕊 ) 守 9 与 PL=L 上 ,LL 的 每 一 列 都 是 一 个 过 份 函 
数 , 又 由 于 是 不 可 约 的 常 返 马 氏 链 , 工 的 每 一 列 都 应 是 常 函 数 ， 
即 工 的 每 行 都 相同 ， 

La = Lu. 

令 二 Lu, 就 得 到 圭一 1 5 

2) 设 石 ==0, 即 二 0. 由 于 任意 i,; 都 互通 , 必 存 在 对 ,使 
得 pj,(M)patN2>0, 再 注意 到 

Prtnt M+ N) 2 ptM) p(n) pi(N), 

就 得 到 

二 PPCk + M+ N) > puCM pCN) 二 puck), 
令 >* 十 ce, 就 得 到 

0=T = Li LpAM) pi(N) 2 0, 

BY jm = Li~= Lj=7=0, 

3) 设 x 不 为 0; 显然 x 了 一 #, 而 且 

lr=L=E ~ (lx)t(lx), 
襄 见 太 人 > 一 x 因而 > 一 1, 于 是 5 是 了 的 一 个 不 变 概 率 测 
度 . 现在 证 明 不 变 测 度 唯 一 - 设 p 也 是 了 的 不 变 概率 测度 , 则 
el1l= 1, P= os 





因而 
op” 一 2 PL™ — 2. 
从 而 由 有 和 界 收 化 定 理 
OL=6 peL= pr 
于 是 唯一 性 得 证 , 另 一 方面 , 若 PP 存在 不 变 概 率 测度 p, 由 上 所 述 p 
一 x; 于 是 x 关 0. | 


推论 1 设 P 了 是 马 氏 链 $ 的 转移 阵 , 则 极限 
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m 一 ] 
lim 十 Sp 
2 


no 吾 
存在 , 记 为 工 ,而 且 工 具有 以 下 形式 ， 
UU 已， 五 : “» 五 。 
OO FIR O(a) ee Fm) UU 
站 1 0 "or" “| 于 
0 0 1 x “- 0 …| 瑟 :， 
0 0 0 0 1 "|, 





其 中 户 = folm), (mw); 表示 矩阵 5 的 第 列 元 素 , 每 个 5 的 
元 素 或 全 为 0 或 全 不 为 OGY 如. 
证 明 1) 若 jEU( 韭 常 返 类 ), 则 
Pi) < co， 
所 以 pt) 0Cn—00) ,于 是 
pin) 一 Bf pon 一 ne) 


mm 
一 Dy fyim) me ptn — m0 (noo), 


2) 对 ijEHi: 可 以 将 马 氏 链 限 制 在 五; 中 得 到 一 新 马 氏 链 
天 使 得 
POXsim= 7|X, = 全 
= Pléim = j=) (Vij€ H), 
对 七 用 定理 3. 9 就 得 到 z, 后 
lim 1 5p = lim 二 5px, = j|Xo C=) = (1 wea). 
3) 对 常 返 状 态 iEE 晶 | 及 jE,pitn) 二 0(Y mn), 于 是 Lj 一 
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4) 对 EPE 五: 由 于 


puln) 一 > Ck) patn 一 &), 


NN- #1 
Ce 


Ls= 1 Im Sf, CR) - RF 2) Pitgy} 
-~ 


中 一 站 
= (2 oe Li = 四 -有 Ta (hi 一 Cr) ] 


定 光 3. 7( 正 常 返 ) i 称 为 正常 返 的 ,如 果 Li; 记 03i 称 为 
让 Li=0. 

推论 2 庆 是 正常 返 的 , 则 它 所 在 的 常 返 类 及 ; 中 全 部 状态 都 
是 正常 返 的 , 即 正 常 返 性 是 整个 互通 类 的 性 质 . 


2、 不 变 概率 测度 


命题 3. 10 P 的 不 变 概 率 测度 存在 当 且 仪 当 它 至 少 有 一 个 
正常 返 类 . 这 时 它 的 任 一 概率 不 变 测 度 在 非 正 常 运 类 上 的 测度 都 
是 0, 而 且 必 定 是 z=1,2,*…) 的 凸 线性 组 合 , 其 中 zx 为 集中 在 正 
常 返 娄 Hi 工 的 唯一 不 变 概率 测度 . 反之 也 正确 . 

证 明 1 显然 每 一 个 是 一 个 不 变 测度 ,因而 它们 的 凸 线 
性 组 合 仍 是 一 个 不 变 测 度 . 

2) 当 也 的 不 变 概率 测度 存在 , 设 g 为 其 中 之 一 , 则 

geP"= gE: Hn) = Eg. 


由 控制 政 误 定理 得 到 
二 
设 ;为 非常 返 , 或 零 常 返 状 态 , 风 工 的 第 j 列 全 为 0, 从 而 
一 Dm = 0. 


可 见 车 P 无 正常 返 状态 , 则 jy 二 0(Y jE& 57) ,这 与 4 是 概率 测度 巴 
D2 


td i A i A 





盾 , 因 而 若 不 变 概 率 测 度 存 在 , 则 也 至 少 有 一 个 正常 返 类 . 而 且 这 
时 对 jE€ 已:， 


Pi 一 Zs 一 之 Am 一 | Z| “ 
r + 页 


由 此 取 六)A 为 ss 的 系数 ,gp 是 5; 的 屿 线性 级 合 .上 
EH 


例 7(Ehrenfest 扩散 模型 链 ) ”本 世纪 初 ,在 统计 热 办 学 的 研 
究 中 曾经 发 生 一 个 使 人 迷惑 的 问题 :以 Boltzmann 的 研究 出 发 ,一 
方面 ,一 个 保守 系统 应 该 无 穷 多 次 地 回 到 初始 状态 的 任意 小 邻 域 
(在 状态 空间 离散 时 ,就 是 无 穷 多 次 回 到 初始 状态 5 另 一 方面 , 实 
验 和 热力 学 说 明 亿 任何 初始 分 布 出 发 ,系统 总 应 不 可 逆 地 趋 于 平 
衡 . 表 曾 上 看 起 来 ,二 者 是 矛盾 的 , Ehrenfest 给 出 了 下 面 这 样 一 个 
马 氏 链 模 理 来 汕 清 概念 : 设 有 2 十 1 个 粒子 放 在 甲乙 两 容器 中 ， 
车 每 次 从 这 2 六 十 1 个 粒子 中 随机 地 选 一 个 ,使 它 改 挽 放置 的 容 
器 , 记 XX, 为 第 次 挪动 后 甲 容器 所 有 的 粒子 数 , 显 然 {XX,} 是 一 个 
蕊 氏 链 ,而 且 对 Da ,ji 
pi= P(X = J XN, = 1) 


1， i 二 0,j 二 1 或 1 二 2N 十 1,j 二 2N 时; 
py ji 一 li>0 时 ; 
1 — 3H j 二 i 十 l,i 之 2N 十 1 时 ; 


lo, 其 它 情况 ， 
显然 这 是 一 个 不 可 约 的 马 氏 链 , 周 期 为 2, 方 程 


| Zz 一 地， 
Xr D0, Tl] 二 1 
有 解 : 王 一 Cov2 1 人 30 可见 产 正常 返 . 在 下 面 一 节 , 我 们 还 将 


证 明 对 Pi( ) 寺 PC 1 一 人 有 
limP(Xs 一 让 = 2z 一 Conr2- (1 一 为 偶数 时 )， 
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在 j 一 i 一 奇数 时 ,这 个 极限 为 0. 我 们 还 将 看 到 ,在 前 =” 步 中 甲 容 
器 恰 有 了 个 粒子 的 平均 次 数 


1 ~ 
wn) = 二 了 了 之 DC 一 Xj 


也 就 是 说 无 论 初 分 布 如 何 , 只 要 时 间 ( 挪 动人 次数) 充分 大 ,对 时 间 平 
均 地 看 ,在 侦 数 步 挪动 后 甲 , 乙 两 容器 的 粒子 分 布 和 随机 她 将 
2N 十 1 个 粒子 放 入 两 容器 而 得 的 分 布 几 乎 相同 . 

从 这 个 例子 可 以 看 出 常 返 性 和 趋 于 平衡 (imP CX 二 7) 二 zt;) 
并 不 矛盾 ,前 者 是 一 个 微观 特性 ,后 者 是 宏观 的 统计 性 质 , 它 反映 
的 是 微观 现象 的 平均 值 - 

人 和 们 会 问 , 如 果 此 模型 是 接近 事实 的 ,那么 为 什么 在 实验 中 从 
未 看 到 分 子 从 集中 在 容器 左 半 部 分 出 发 的 分 于 同 到 左 半 部 分 呢 ? 
从 本 眉 最 后 的 讨论 ,我 们 将 看 到 这 个 回访 时 间 的 平均 值 是 一 个 天 
文 数学 ,所 以 在 我 们 的 历史 中 实际 上 是 看 不 到 这 种 回访 的 ， 





$3 强 马 民 过 程 , 强 遍历 性 与 平均 回访 时 间 


1， 踢 马 氏 性 的 概念 


考虑 取 值 于 562 ,3 中 的 时 齐 马 氏 过 程 8 二 {6 ,多 ,ET},(T 
一 RR 或 Z1), 设 其 转移 概率 族 为 
ipttyTA) A pOrIt A) = plsyrys + tA); 
tiET,rIES,AES}. 
定义 3.8( 强 马 氏 性 》 时 齐 马 氏 过 程 $ 称 为 具有 强 马 氏 福 ， 
如 果 对 Y i>0，,4E3 及 关于 {多 ,} 的 停 时 5, 都 有 下 式 成 立 
EC(latéu dO FO=plit, A) 对 a.e.wE fosrfuy< 十 cc》， 
强 马 氏 性 是 出 马 氏 性 更 强 的 性 质 , 直观 地 说 ,就 是 在 考虑 马 氏 
性 时 “现在 "的 时 刻 t 是 一 个 了 中 的 数 ;而 在 强 马 氏 性 中 ,“ 现 在 ” 
的 时 刻 = 可 以 是 任意 停 时 . 强 马 氏 性 可 以 使 许多 计算 大 大 简化 ,可 
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A 


以 得 到 许多 好 结果 ,因而 考虑 马 氏 过 程 ,常常 希望 它 能 具有 强 马 氏 
性 . 于 是 研究 什么 样 的 马 氏 过 程 具有 强 马 氏 性 变 得 非常 重要 .时 间 
参数 离散 的 马 氏 过 程 都 有 强 马 氏 性 ,但 一 般 时 间 参 数 的 马 氏 过 程 
并 不 一 定 具 有 强 马 氏 性 ,第 五 章 中 我 们 将 对 世 给 出 反例 . 

命题 3.11 任何 时 间 和 参数 离散 的 时 齐 马 氏 过 程 都 具有 强 马 
氏 性 , 即 在 {r< 和 <) 上 ae. 有 

五 人 €E A|F.) = plté,.,A). 
证 明 对 Y AE€Z2,tET, 停 时 zz 及 BE. 久 ,, 我 们 有 
Pi Ar + co,B) 


= DP EE AB,r = k) 
di] 


一 DECB MN (r ~ hIP,s € AISF,)) 
王 一 峰 
BN {r=} EE RF) 


一 DECB Nr = RPE, A)) 


k= 


= PB,r < coo,pltyt., A)), 
可 见 ， 
Pe E ALB lio (0) 一 疡 (41 
推论 ”以 了 二 (pi) 为 转移 阵 的 离散 时 间 参 数 马 氏 链 具有 强 
马 氏 性 ,而 号 
Elé4: = Flr) 一 pestt) lc) 


2， 平 均 回访 时 间 
现在 让 我 们 利用 强 马 氏 福 来 讨论 回访 时 间 向 隔 , 令 


ty 一 0， 
i = mintt > =i > 0，, 
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Th 二 《nm = O12 ). 

由 于 {wt.(w)=&} 一 {ws fl 中 怡 有 Ei 次 为 is { 志 二 站 全 
.多 和 是 (多 的 停 时 . 再 由 命题 3. 11 的 推论 ,我 们 得 到 ;对 12>s， 
Pré, 1 一 下 胸 ,， + 一 pe lt 一 5) 一 Plé + 一 了 | 总 + 

特别 地 ,由 二 一: 

P(E + 到 jl ) 一 Pe, vilE) 一 PIE, 4s = jlé) 一 pull), 
也 即 包罗 一 0 1) 仍 是 一 个 马 氏 链 ,而 且 与 多 
独立 ,与 具有 相同 的 转移 阵 ,$4" 一 各 ,一 i. 由 于 

Ti ti Th, 拓 Et ， 
上 述 结 论 就 告诉 我 们 ,mr 与 {m sys 省 立 "而且 tr.(n221) 上 县 
有 局 分 布 , 也 即 {r,ia 实 1} 是 独立 同 分 布 序列 . 此 外 ,容易 看 出 
P(r 一 天 | 名 一 六 一 了 (RE)， 
Pl =k|é®) = P(t, = Ei ) = fk) 人 次 1 
从 而 








十 ee， 当 Pifr 一 十 cc) > 0; 
E(r) 一 1 

人 > 直方 (RE)， 当 Pre 达 十 00) 寺 1. 

直 珈 ] 


这 里 Pj( J)=P( |= 让 (J)=E( | 乌 一 站, 将 吾 (r)Ca31) 
记 为 6,p 是 从 i 出 发 首次 回 到 i 的 平均 时 间 . 容易 看 出 ， 
Pin < oo) = Pilr < 十 eco) = DP,(r, 一 而 ) 


= Dfi(k) 一 天， 
因而, 常 返 的 充 要 条 件 是 
Plt, < 二 oo) 一 1 (nF 1). 
命题 3. 12 之 十 oo 当 且 仅 当 i 是 正常 返 的 .这 时 


， 了 工 总 1 
,一 ] 一 Dprlk 一 二， 
7 mn Ph) - 


证 明 由 于 P(t 守 十 oo0) 二 启 , 当 i 非常 返 时 , 吕 二 十 oo, 因而 
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当 二 cot 必 常 返 , 即 
,Fi 人 一 户 一 1 


大 
令 m0 A Dfilk), 
这 时 ra(l) = 1， P(r, < 十 co) 一 1， 
二 史记 p= ef 一 > > = Zr 
i C3. 10) 
又 由 于 


Pa (nn) 一 pe (CR) patn — ) 
=1 


= Di — rk 1)) pi(n — EY 
业 一 】 


有 中- 


= > ra( 有 Ai 人 一直 一 Drslk)paln 一 二 十 1 
起 二 站 王立 
显然 有 
十 1 
zu 各 Dr CR) pi Cn 一 此) 一 Dr Ch) pan 二 1 R= Wir 
EE=1 Kl 


于 是 
WH 一 WA) pi(0) = 1. 


另 一 方面 
1 Bd 1 如 可 
1 一 广 之 = rk pial 一 个 


Hl k=l 


ma 了 
= Praem 人间 广 Dpaln — A) 
t=1 可 一 中 


Cry NM-l 三 一 了 
一 Dre lvem | 六 Dprlm) 一 六 SpalN-m) | 
4 了 m= 20 
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一 DOr) Ls = pb = Nfs 


因而 一 > 
从 而 得 到 i 正常 返 . 
反之 ; 当 5 站 0( 正 常 返 ), 利 用 Fatou 引 理 ,由 (3. 10) 


mn = Nt 
p= Sag) = 1 Srck) lim 广 DparG) len) CE) 
k=1 XR: 1 Nem 一作 
Sm 站 
扫 工 lim 立方 二 Dr pCm — lacn Ck) 


= 


一 二 lim 3T L ~ Sr) palm 下 


Nr 全 疡 ; 
如 
1 1- sm 1 
一 一 lm 一 > wn= .| 
NT; Nc i 


mie 


对 于 例 ? 的 情形 ,对 于 状态 ;一 0 的 回访 时 间 为 声 一 2 , 它 
是 一 个 天 文 数字 ,因为 N10 
法: 命题 3. 12 水 可 由 下 面 的 强 遍历 定理 得 到 . 
3， 强 遍历 定理 
定理 3.13 设 P 是 一 个 不 可 约 正常 返 马 氏 链 的 转移 阵 ,g 
是 的 状态 空间 5 上 的 有 界 本 数 《 没 180 FE<c) , 则 ae. 地 有 
lim 元 二 Pac 一 se). (3.11) 


其 中 Xi 一 lim 一 5p) 一 [ Zn. Cx)) 
特别 , 当 gCr) 一 16, Cx) 时 ， 
lim 2 Shine -m2 
其 中 N.Cw) 是 在 10,1,. 2 一 1 这 关 个 时 刻 中 二 取 值 为 了 的 次 数 ， 
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A 一 Etro) 《如 2 段 开 始 的 讨论 》， 
证 明 ” 先 证 明 (3.12) 式 ,; 即 gx) 二 1 Cx} 这 一 特殊 情况 
注意 到 {zr,;r 室 1} 是 独立 同 分 布 序列 ,由 强大 数 符 就 有 


lim $ Pn = Er. = (m1)(a.e.). 


Ee 


若 NC) oa e. ) ,就 立即 可 以 得 到 





1 lim — AN lim Naco 
A et Ne Heo ew, 1C00)” 
2 
p= 


而 事实 上 , 若 NCo) 人 limN, (tw) 一, 则 由 tCw) 之 十 cota.e, ); 有 
EC IY >0) ,于 是 
PONG, (Cw) = EE Pl (Ww) < open YA > 0) 
EP 4 EY Hs)) 
1 一 成 二 0. 





由 此 可 见 
田 一 方面 ,注意 到 
Ne) NC) Nm)) _ N,(w) 
Lyon i1 Cm) < 四 EC) Ml 
Te 


二 一 已 


以 及 Th Hol, e. )， ts 


二 下. 


当 各 J 。 
对 任意 一 个 有 界 晤 数 g ;不妨 设 它 非 负 ,而 有 旦 
8(€) 一 Dig,), 
由 于 之 ， 访 > (有 )] 一 1, 因 此 计 SC&.) 作为 在 2Z+ 上 的 济 
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度 金 收敛 到 测度 fT. 我 们 就 立即 得 到 


sO 一 im De Sct), 
也 即 
Jim 训 D8) — De Cae.). 1 
推论 当 é 是 不 可 平民 时 ， 
vim 方 y Sa, ) 一 Elg(é)) (a,e.), (3.13) 


证 明 由 定理 3.9 与 命题 3. 12,r 是 王 的 唯一 不 变 概率 测度 ， 
因而 平稳 马 氏 链 的 初 分 布 :已 (名 一 站 一 直人 有 从 而 


EC(g (8.)) 一 Dg (On, 


于 是 (3.11) 就 化 为 (3.13). 4 
定理 3.134 设 #= 信 ,. 记 i;# 守 0} 是 以 &g 为 初 分 布 ,P 为 转移 
本 的 平稳 马 氏 链 , 则 以 下 条 件 等 价 ， 
1》&e 只 在 一 个 正常 返 类 五 上 有 测度 
2) 《3, 13) 成 立 ; 
3) 令 
Ag{f E Ff 有 界 , 且 
f= ft) 一 CE 
对 Y 固定 的 天 党 1 a.e. 成 立 } 
= {AE Fa A PE se Ee ) 
一 11) ae. 成 立 }， 
则 .入 ;中 仅 含 测度 为 0 或 1 的 集合 . 
证 明 1) 一 >2)- 因为 初 分 布 x 只 在 五 上 有 测度 ;所 以 PP(6， 
所 和 瑞 ) 二 0CY 8) 这样 就 可 以 把 和 限制 在 五 上 ,看 成 以 五 为 状态 
空间 的 不 可 约 正常 返 马 氏 链 , 再 用 定理 3. 13 的 锥 论 , 就 得 到 
(3.13) 成 立 . 
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2) 一 >>3). 设 /E.Ri 日 有 界 , 令 pl) 全 E( 让 , 则 
人 ECfF.) 一 Ef {és ts) | ) 
一 ECfFE, Liisi 1 1,) 
= ECfFE, se Erin) | = pCE). 
显然 ，{9， ,于是 一 个 一 致 可 积 鞭 ， 于 是 
limn 太 Ko = Fw) €E FPR, (Ca.e.), 
进而 ， 
. 1 如 一 二 加 
lim = 7) = flw)y (a,e,). 
男 一 方面 ,由 (3.13), 我 们 有 
na—1 | 
LT So)= Sp,) — Egé,) 
nn ni 
— E(w)) = EFCw). 
nr—l1 
于 是 fl = lim 二 Phe) = Eflw), 
Tm 点 二 向 


也 就 是 说 一 切 对 多 1 可 测 的 有 界 函 数 都 是 常数 (a.e.), 即 Y AE 
tw) 一 const (a, 8.), 即 14tw} 几 乎 处 处 为 0 或 1, 也 就 是 P 
(CA) 一 0 或 1. 
3) 一 >1). 用 反 证 法 . 设 了 D 不 成 立 , 即 pg 在 理 \ ,Hi 两 个 以 上 正 
常 返 状态 类 上 有 测度 (平稳 初 分 布 不 可 能 在 非常 返 态 上 有 测度 )， 
那么 令 
= (wt tw) EE Hl, Yn 0}, 
有 一 (wt) €E HH, Yn 0}, 
显然 , 品 ,由 万 , 实 i, 而 且 
PN) 一 五 0 (= 1.2). 
所 凡 3) 不 成 立 , 这 样 就 证 明了 3) 一 1). | 
注 ;定理 3.141 3) 与 33 的 等 价 人 性 也 适用 于 任 音 状 态 空间 的 马 氏 过 程 . 
命题 3.15 设 £= 信 sn 宇 0} 是 平稳 马 氏 链 , 且 
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1 总 i | - 
lim 元 之 ) 二 gC (1 意 羡 下 ;EIf| 过 十 202)， 


则 gE 名,; 而 及 
Em) 一 本 (CE |. 多 了 )， 
证 明 1) 因 罗 &E < 卿 。: 所 以 有 表达 式 B 一 go 于 是 


. 1 no—: 
号 一 gt yr 一 lim 他 人 Ge 0*) 


A 
一 lim 1 A 


om DH 
= pss) = Co gE) (a,e.) 
从 而 EF,. 
2) 对 Y 4 名 .区 ,应 有 
aw) 一 E66) = Et Ca,e.) 
因此 


ECg1)—lml PEC EG pss kar)). 


由 于 的 平稳 性 ,上 式 变 为 
Elgla) = ECftéo Edpte ,6 Oo ECfla). 

土 协 的 命题 3. 15 与 定理 3. 14 是 -一 般 平 稳 过 程 遍历 论 的 特 
例 . 满足 定理 3. 14 的 条 件 3) 的 平稳 过 程 称 为 遍历 的 . 入 们 也 把 满 
足 条 件 1) 的 平稳 马 氏 链 或 不 可 约 正常 授 马 氏 链 ( 两 者 本 质 上 相 
同 ) 称 为 侦 历 的 马 氏 链 . 

推论 ”命题 中 的 g 在 Qi 全 (ow:56E Hi 上 a.e. 地 取 常 数 信 ,在 
( UUo 上 a.e 地 为 6, 其 路, 为 正常 返 类 -而且 我 们 还 有 到 


一 q1 咏 :YY 正常 返 类 杂志 2 的 完备 化 ， 
证 明 由 二 一 人 和 六 0 在 妃 : 上 的 正常 返 性 ,对 于 wE ,我 
们 有 总 (三 五 Ya 所 以 
la(o) = Ia C&D)) = ,08,0)). 
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因而 lakeo)E 多 :而 且 不 失 一 般 性 可 以 把 二 限制 到 所 上 考虑 , 即 
不 妨 假定 如 = 名 ,但 是 定理 3. 14 证 明了 此 时 的 1 可 测 函 数 必 
ae, 地 是 常数 ,可 见 在 本 命题 中 的 一 般 情 形 ,.23 ;可 测 函 数 必 有 a. e. 
地 在 各 个 上 上 取 常 数值 . 也 就 是 . 灾 ; 二 a{ :YY 正常 返 类 万 ,} 的 
完备 化 . 站 


$4 转移 概率 的 极限 


定理 3.16 设 P 不 可 约 正常 返 非 周期 , 则 
limP* = 

证 明 我 们 这 里 采用 概率 方法 一 一 帮 人 台 链 方法 一 一 来 证 明 本 
定理 ,以 便 避 免 像 一 般 经 典 证 法 那样 引用 数论 的 结果 ;同时 也 较 少 
利用 马 氏 链 的 特殊 性 ,以 便 推广 这 个 证 法 到 连续 状态 空间 揭 马 氏 
过 程 . 

首先 让 我 们 构造 两 个 相互 独立 同 转移 阵 忆 的 马 氏 链 总 与 了 ， 
使 它们 的 初 分 布 分 别 是 x 与 {P(Y, 一 户 寺 1}. 前 者 是 一 个 平稳 蕊 还 
链 . 由 独立 性 得 到 ;对 mn 

P(X,= jrT, = RIX, = i,Y, C= 2) 一 Pitan 一 Mm pan — my), 
由 了 的 非 周期 性 与 不 可 约 性 ,容易 看 出 {2. 一 (及 ,了 ,) sn 宇 1)} 仍 是 
一 个 可 数 状 态 不 可 约 非 周期 蕊 氏 链 . 又 由 于 
DT PKR, = joY, = RIX, = i,Y, 一 站 








可 见 fzjmeljiwew 是 马 氏 链 Z= {2,;n 实 1} 的 不 变 测 度 , 因 而 Z 也 是 
正常 返 的 . 令 
D= (DE SS}, rn 一 min{t;Z, €E DD}. 
Z 应 在 有 限时 间 到 达 厂 , 即 Plrs< 过 十 oo) 二 1, 
下 面 让 我 们 来 证 明 
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lim[PX, = ~ PY, C=)=0 (Vi€ $8), (3,14) 
因为 只 要 上 式 成 立 就 有 定理 殉 结 论 : 
lmpatn) = limP(Y, = DD) = limP(X, = 12) = T. 
事实 上 ,由 强 马 氏 性 以 及 XX., 一 了 ,我 们 可 以 推出 对 于 FX 一 
a{ 人 non) 的 乘积 .一 YX. 有 
POX, = isrp n= ECECXe + 一 下 下 一 TD = 0]. 字 2) 
= EC(EC(Xe tr 一 让 TD 党 O01X. )) 
一 E(tE(Yi om iy D1Y- 2?) 
= PlY, = irp 扫 有 4) 





于 是 
PAX, = DD= P(X, = 站 TD 和 着 ) T+ PA, = iyrp > 好) 
< 五 (一 rp 二) 十 有 (nr 
PY, = + Pr nn). 
同 理 可 证 
Pl(Y,—=0D) P(X.=) + Pl > nn). 
故 
[PY, = — P(X, C=)| 
Plro > rn) 


这 就 证 明了 3. 14). 上 1 
定理 3.17 设 天 是 零 常 返 . 不 可 约 、 非 周期 的 , 刚 
limP = 0. 


Re Cx 


证 明 类 做 于 定理 3,16 和 锡 证 明 , 我 们 构造 相互 独立 ,以 王 为 
转移 阵 的 两 个 马 氏 链 和 与 了 ,使 已 (和 ,一 门 一 已 (7。 一 六 一 1. 于 是 Z 
一 ( 蕊 ,7) 是 一 个 不 可 约 非 周期 链 ,而 且 转 移 和 概率 是 

忆 (Ze 一 (并 人 | 了 一 G7)) = patn) prin), 

《1 若 {2Z,} 非 常 返 ,那么 

Pp) < oo 一 > limpitn) = 0 (YE 5). 





Pls 一 十 co 一人. 


Ro 
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这 桩 定理 已 经 证 完 . 
(2》 如 果 {Z,) 常 返 , 显 然 Zo 二 (i, 让 . 同 定 理 3.16, 可 得 到 
Popftrp 所 十 coy 一] 


IP(X, = DD — PY,=0)| 0 (~™ 0), 
即 
lim | pu) 一 pn)| = 0. (3.15) 
设 IImpytn) 一 limpwtnm) 一 ,于 是 由 (3， 15) 
上 lim p(nn) = a 
用 取 对 角子 列 的 办 法 ,可 取 子 列 mm,, 使 9 limpw(mm, 一 睛 ) 种 在， 再 
令 


ty 
a; 


一 limp ;nm, — 上)}， 
于 是 由 (3. 15) 


全 一 Tam 产 ia 》 一 lim Dp Ch) bi, k) 
re mm i 
= Dp ep = pe, 
即 lim pj (nw 一 大》 = 《YY 站》。 
以 下 不 妨 简 记 x 为 no, 于 是 我 们 得 到 
a DAF) = Ds(D Ue) 
tl 


t=1 
1—1 
一 lim Pfu) Dp nn 一 让 ) 
Wo pm] FE 


去 lim pnn — 上 &) 3 fault) 


MW k=O0 farkt 1 


二 lim Dpyns 一 Erk) 一 工 
mt RD 
( 见 命题 3. 12 的 证 明 ). 于 是 
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了 


> 


由 在 可 约 性 ,立即 得 到 lim p(n) 一 你 , 因而 
limpitn) 一 0 
注 : 定理 3, 17 中 非 周 期 条 任 可 以 取 请 ;因为 pj CR) 一 0(% 关 nd); 而 
Pitan 0 [Ee 
命题 3.18 设 ; 非 常 返 , 则 
baa es = 人 7 非常 返 或 零 常 返 ; 
ne | BL 7 正常 返 且 非 周 期 ， 
证 明 ”首先 由 这 ypjtn) 之 十 oo, 得 到 
limpaCn) =0. 
于 是 由 控制 收 合 定理 ,就 得 到 


lim p(n) = lim PY (hk) piln — k) 
aon MT 1 


一 lim Pfs(k) psn — kien Ck) 
加 人 了 非常 返 | 
fi J 常 返 . 
综合 定理 3. 16,3.17 及 命题 3.18, 我 们 得 到 十 面 的 定理 . 


定理 3.19 设 P 非 周期 , 则 
limP* = 上 = (ii), 


其 中 
(EY jE Hs 
Li= fi(g), ET EH, 
0， 其 它 ， 
而 状态 空间 
FEUU RU URRY UH UHU 
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(好 为 正常 返 燃 ;五 ! 为 零 常 运 羔 ;U 为 非常 返 类 小 即 





PR 人 

0 0 0 四 Cf (XK! },) Cf C2);) YU 

9 0 0 0 0 “| HY 

0 0 0 2 0 0 | TI2 
工 一 : : : : 

0 0 0 .. 1 0 “lH, 

0 0 用 a 站 ] zs 及 前 ED， 








对 周期 为 4 的 马 氏 链 , 考 虚 P 了 (nd) 人 Pln), 就 得 到 一 个 非 局 
期 马 氏 链 , 于 是 我 们 相应 地 可 以 得 到 定理 如 下 : 

定理 3.20 设 P 是 不 可 约 周 期 为 4 的 正常 返 蕊 氏 链 , 则 对 
YI 06<d :使 

pt = 0 nmd+ ts 

而 征 lim ptkd +t) md, 

证 明 任意 取 定 一 个 状态 i, 令 
Ci 一 {j; 对 充分 大 的 吏 ,; 由 :可 经 过 电 十 md 步 以 正 概率 到 达 好 
人 二 1 2 G) ;不 难 由 P 的 周期 性 与 不 可 约 性 证 明 {G} 是 的 
一 个 分 割 ,而 且 C: 中 状态 可 以 而 且 仅 可 经 丰 一 天 十 md 步 到 达 
Ce， 于 是 若 令 

5 EE Co Hh = bs FO= {hn 0}, 

7 是 一 个 不 可 约 正常 返 非 周期 蕊 氏 链 . 于 是 

im 人 za) 存在 (pm) 二 PPG 一 让 和 一 站 一 palnd)), 


1 i 1 1 总 、 1 
m= lim 7 pulk) = lim Dpalkd) = 3 limps(nd). 
mk] =o nm 本 Pp i 


也 即 lim zi (nd 一 dm 
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十 
Jim piy tt,; 十 nd) 一 lim Df pstad 十 tii 5), 
gf) poln) = 0 当 和 nn 关上 十 md， 
前 面 的 极限 应 为 


Vim petty + nd) = lim Df 十 s@) pln — $74) 
nm nm sl 
= fixd = Aid. | 


推论 ”对 非 不 可 约 马 氏 链 , 当 j 不 是 正常 返 的 周期 状态 时 ， 
limzs(a) 存 在 


习题 


1， 设 = 1 一 TI，2…} 蚌 一 个 可 数 状态 马 氏 链 , 它 的 转移 
阵 是 了 二 1 pw) ,名 一 二 试 对 Ya: 求 出 喜人 的 联 
合 分 布 . 

2. (二 维 随机 徘徊 ) 设 2 是 全 平面 的 整数 格 点 ,粒子 每 步 可 
以 向上 下 左右 四 方向 之 一 走 一 步 ,各 芗 运动 间 相 互 独立 日 同 分 布 : 
Pl 第 nn 步 向 上 移 一 步 ) = 让， 
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了 (第 步 向 下 移 一 步 ) 二 gi， 
疏 第 革 步 向 左 移 一 步 ) 一 pi， 
了 (第 x 步 向 右 移 一 步 ) 一 和 一】 Ps 9 — Fpl: 
将 粒子 在 第 步 时 所 在 的 位 置 记 为 总 . 试 证 明寺,n 二 0,1,…} 是 
马 氏 链 , 并 写 出 转移 函数 . 

3. 《简单 服务 系统 异型 ) 设 某 系 统 同时 只 能 最 多 为 一 个 顾客 
服务 ;如果 在 第 7 分钟 该 系统 有 一 个 顾客 在 接受 服务 , 它 在 第 wn 十 1 
分 钟 前 结束 服务 的 概率 是 p ,而 上 且 这 时 系统 就 在 第 十 1 分 钟 开始 
为 下 一 个 等 竺 着 的 顾客 服务 . 又 设 在 第 = 分 钟 到 第 nn 十 1 分 之 间 到 
达 顾 客 的 总 数 2Z, 服从 以 4 为 参数 的 Poisson 分 布 , Z， 
(x 一 1，2，-…) 相 互 独立 并 与 系统 的 服务 独立 , 令 X。 是 在 第 nn 分 时 
等 待 顾客 与 接受 服务 的 顾客 总 数 , 试 说 明 {X.} 是 马 氏 链 , 并 求 转 

4.， 某 人 做 一 系列 的 试验 ,第 ” 轮 试 验 成 功 的 概率 为 p, :失败 
的 概率 为 q% ,从 第 1 轮 开始 做 起 ,如 果 成 功 , 则 下 次 做 下 一 轮 试 验 ; 
如 果 失 败 , 则 下 次 从 头 从 第 1 轮 重 新 做 这 一 系列 试验 . 记名 (tw) 为 
第 x 次 试验 所 还 到 的 试验 的 轮 号 , 试 证 明 { 划 ;xn 一 1,2,*…} 蚌 马 氏 

5， 试 对 本 章 例 3.4 求 出 它 的 非常 返 状 态 类 与 各 互通 常 返 类 . 

5， 设 一 蕊 氏 链 $ 的 转移 概率 阵 为 











0.4 0 0.2 0.2 0.2 0 0 
D0 0 I 0 0 0 0 
0 0 0 1 0 0 0 
三 一 |D 1 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0.7 0 0.3 
0 0 0 0 0.5 5 0 
0 0 0 0 0 0.4 0.6 


试 求 非常 返 类 .各 互通 常 返 类 及 各 常 返 业 中 状态 的 周期 . 
7， 试 证 明 俩 2 中 血 机 徘徊 常 返 当日 仅 当 p=9. 
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提 共 ， 先 求 出 asfgn), 青 估计 > ,2oofny 是 否 收 分 . 


8. (高 维 随 机 徘徊 的 常 返 性 ) 诬 Xe 相互 犯 
立 , 革 是 取 值 为 & 维 格 点 的 随机 变量 ,又 若 
Pl6 = 7) = pO NN TE {s,s) ss —+ 1 iCd)}. 


令 大， 一 X, 十 2 : 则 { 龙 . ;72 之 1} 是 一 个 4- 维 的 随机 徘徊 ; 试 求 
它 是 常 返 的 充 要 条 件 是 
lim Rell — zs)) ds 所 十 co， 


ss 一 ] 一 由 


这 里 yg(s) 是 名 的 特征 函数 ,C 是 以 (0,0,…,0) 为 中 心 . 边 长 为 1 
的 a- 维 立 方 体 . 
提示 : 考虑 的 特征 函数 w()) ,并 由 此 求 出 > 的 特征 函数 ,从 而 得 
到 转移 涂 数 ptn; (0，… 0 , C0, ,0)) 应 满足 本 
了 1p(ni(0 0) ,030)) 


lim, 2 con ope)ds, 
其 中 忆 是 以 (0,0,… ,0) 为 中 心 . 边 长 为 2r 的 wn- 维 立方 体 . 


93. 设 

0 1 0 

和 

0 0 部 1- 寺 
Pr-|o oo 5 志 1 一 去 
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斌 判别 此 链 是 否 常 返 . 


10、 设 
1 工 
。 2 0 
， 1 4 
P='0 0 5 5|. 
| 0 0 0 
1 0 0 0 


试 将 状态 分 成 互通 等 价 类 ,并 求 出 各 类 的 周期 . 常 返 性 及 I ，P 有 
不 变 测 度 吗 ? 如 有 ,请 求 出 全 部 不 变 测度 ， 

I1. 试 证 明 状 态 空间 有 限 的 马 氏 链 一 定 至 少 有 一 个 常 返 状 
态 , 且 木 可 能 有 常 返 等 状态 . 

提示 ， 注意 这 时 有 

Sl po = lm > Pol 与 1 limL"1 = 1. 

12， 斌 证明 一 个 马 氏 链 的 不 变 测 度 考 不 唯一 , 则 一 定 有 无 穷 

多 个 , 设 





1 1] 
> 了 000 
1 1 
7 却 000 
Plo 0o oo 1 ol 
0 0 0 0 1 
1 1 
?0 0 0 | 
试 求 出 它 的 金 部 不 变 测 度 . 


13， 求 讽 7(Ehrenfest 扩散 链 模 型 ?的 平均 回访 时 间 :mi 一 
五 《ri 其 中 普 一 下 一 和 有 一 Inin {fr 0 X=i) ,t= min{t>ts 
XX 一 站}. 并 由 此 证 明 
CN 十 站 人 1 
a ~ (1+ [相差 o[ 方 ] | ， 
1 1 


只 而 说 明 返 回 概 率 最 大 的 状态 N 的 平均 时 间 比 返回 概率 最 小 的 
状态 的 平均 时 间 要 差 2* 倍 , 当 NN 非常 大 时 ,粗略 地 讲 马 氏 链 几乎 
大 部 分 时 间 都 停留 在 入 附近 的 状态 ,好 像 儿 乎 不 可 能 返回 像 0 与 
2” 这 样 的 状态 . 试 求 出 时 间 充 分 长 后 此 马 氏 链 的 平均 返回 时 间 : 
limE( eCw)) ,其 中 
tw) = inf{fe > ns: R, = X,.}. 

14， 基 工厂 实行 质量 控制 的 检查 制度 如 下 :一 开工 认为 生产 
未 达 稳 定 , 则 每 5 分 钟 抽 样 一 次 ;如 果 连 续 抽 祥 5 次 全 部 合格 , 则 
改 为 初步 稳定 生产 阶段 抽样 ,每 半 小 时 抽 桩 一 次 ;如 果 连 续 3 次 合 
格 ; 则 改 为 正常 生产 抽样 阶段 ,每 8 小 时 抽样 一 次 ;如 果 在 初步 稳 
定 阶 段 取 连续 3 次 抽样 不 合格 , 则 改 为 不 稳定 生产 抽样 模式 ;如 果 
正常 生产 抽样 发 现 不 合格 , 刚 退 为 初步 稳定 生产 抽样 , 把 不 稳定 生 
产 , 初 步 稳定 生产 .正常 生产 ,看 成 工厂 处 于 三 个 不 同 状态 , 斌 构造 
一 个 时 齐 马 氏 链 来 措 述 工厂 生产 所 处 状态 并 利用 遍历 性 定理 给 出 
由 一 个 月 的 生产 检查 报告 来 求 出 此 马 氏 链 转移 概率 阵 的 方法 ,再 
设法 估计 工厂 在 开工 足够 长 时 间 后 它 处 于 正常 生产 状态 与 不 稳定 
生产 状态 的 概率 . 

15， 设 有 一 个 铁路 网 络 , 有 个 车 在 它 的 各 站 之 间 行 驶 . 每 
天 早晨 每 辆 车 由 它 的 前 一 天 到 达 的 站 出 发 到 别 的 站 去 ,晚间 可 在 
当天 到 站 装 外 货物 , 已 知 调度 方案 是 每 个 发 站 以 相同 的 比例 发 放 
车 辆 去 该 站 可 能 到 的 各 站 . 求 近似 地 运转 时 间 充 分 长 后 各 站 停 有 
车 辆 的 比例 .铁路 网 络 的 联通 情况 如 下 图 ,总 共有 5 个 站 . 

16， 设 全 ;mn 主 0} 是 PP 为 转 
移 阵 的 有 限 马 氏 链 , 了 7 是 状态 空 
间 ,4, 吾 为 1 的 不 交 子 集 . 工 4 Th 
分 别 为 马 氏 链 首 中 4,B 的 时 间 . 
令 关门 一 Pri<crp)， 

1) 当 变化 时 , 写 出 7) 满 


证 


112 








足 的 方程 ; 
2) 在 什么 条 件 下 ,上 方程 有 惟一 解 . 
提示 : 
(一 P(ra < ro) 
二 Pll 人 rT) + Pi, ra = 0) 


= > paPril ta < Ta) 十 ZpuPi TA < rn) 
PE 村 门 暑 


rp 六 (NHiEAL B), 
] ft Ci 


| (一 _ 
RD (se 


， 设 zt 为 44 的 首 中 时 , 令 g(i, 久 一 BoP 一 x}. 问 

当 i 变 化 时 ,g{i, 人 满足 什么 方程 ? 

18.， 对 有 限 不 可 约 链 , 证 明 :3 常数 p<<1, 使 对 Yi, 

Pir>a 人 cl, an 0, 

其 中 了 是 首 中 状态 j 的 时 刻 . 

19、 设 { 扣 } 是 互通 马 氏 链 ,转移 阵 为 疡 也 一 后 ,其 中 了 一 
0,T 了 ,一 min{ 可 人 > 了 天 条] . 

1 证明:7. 为 马 氏 链 , 并 求 转 称 函 数 Q. 

2) 证 明 :7. 常 返 <=>é&. 常 返 ， 

3) 设 扎 常 把, 求 焉 的 不 变 测 度 与 和 的 不 变 测 度 的 关系 . 

4) 证 明 : 在 状态 无 限时 ,可 能 了 . 正常 返 ,而 所 为 零 常 返 . 

20， 设 各 为 不 可 约 正常 返 马 氏 链 ,平稳 分 布 为 x. 令 Wi 二 


P(r<r) ,证 :于 一 至 ,这 里 rz 是 首 中 i 的 时 刻 ， 
、 将 定理 3. 6 应 用 于 随机 徘 向 (4; 十 二 1) ， 


ti 了 = 一 十 1; 
六 一 5 一 1 人 10zo 一 1 


0， 其 它 ， 
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得 到 此 随机 徘徊 常 返 的 充 要 条 件 是 


Rs) = py a 二 十 oo (Harris 徘 箱 )- 
22. 《时 间 倒 闭 过 程 ) 设 #= 一 1m:rE2 是 了 的 不 变 测 度 . 令 
Pi 全 上 语 pi/& ， 试 证 明 ps 二 PP 仍 是 一 个 随机 矩阵 ,而 且 ' PP 7) "== 
【Mpa 车 和 将 & 作 为 菜 个 以 了 为 转移 阵 的 马 氏 链 # 的 初 分 
布 , 则 





Pl = jlé rn = pm) A Sh, 
23， 试 证 明 党 返 { 不 一 定 正常 返 ) 不 可 约 马 氏 链 存在 唯一 的 不 
变 测 度 使 它 在 某 一 固定 状态 j 具有 测 雇 为 1. 
提示 ; 存在 性 的 证 明 : 考 虑 二 iP UD 1. 
唯一 性 的 证 明 ; 考 虚 对 某 一 不 变 测 度 g 的 时 间 倒 道 户 -. 
24。 试 证 明 当 户 常 返 不 可 约 时 对 Y 2,j ,上 
PE = ps pF, 
提示 ，; 先 证 明 人 全 wpaieipr} 是 一 个 不 变 删 度 . 
25. 试 证 明 对 7 五 





nO—] 
后 起 并 天 = woUnpitn) + > Unpa Cpr tn — vb)} 
mw 一 了 


m—1] 
一 Ubi 十 >) npatr) wunpe (于 rv) 多 


2 一 上 





lim 
工 十 > gpatn) 
26， (Furstenberg) 了 XK, 是 马 氏 链 ,f 有 界 可 测 , 证 明 


1) 二 3 Fi CPAEX) 一 fl X01) ) 是 一 致 平方 可 积 


辑 ， 
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一 -1 
2 4D PFI XI)— Fi) 一 0 EE 


27. 令 固定 ,ze 为 向 量 ,其 转 置 为 
z= (fo) so—= {0,11}, 
则 *。 是 无 穷 维 线性 方程 组 
z= Pz pn 
的 最 小 非 负 解 , 其 中 p' ?是 转移 阵 P 了 的 第 列 . 
28， 设 面 为 在 0 点 带 吸 收 辟 的 (简单 随机 徘徊 Cp 十 g 二 1) 


fs 10£C=i—1:; 
pte tle 全 i 天 0 一 了 十 1; 
1， i= 0,&£=0. 
利用 27 题 证 骨 


i pg} 
(1) f= g i 
(2)， 2 人 


(2) P(e ol6=d) —1— [2). 
29. 如 果 瑟 是 一 个 准 转移 阵 , 即 
P00, Pll1, 
无 穷 维 齐 次 线性 方程 组 
t=— Pe 
以 xz 中 二 P71 为 初始 值 的 递 代 极 限 ww 满足 ;对 此 方程 组 的 任 一 个 
满足 
一 Ew 和 1 
的 解 a, 恒 有 
一 Wo EH A os 
这 样 的 wo 称 为 方程 组 的 最 大 解 . 请 用 这 个 结论 纵 出 定理 3. 6 
推论 1 的 另 一 全 证 明 . 
30. 设 志 是 以 0 为 弹性 壁 的 离散 时 间 的 生 灰 链 ; 
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P= (qo C= O00 二 pp; 十 7 二 1).， 
G2 ra Pa 
利用 定理 3.6 推论 1 证明: 此 链 为 常温 当 且 仅 当 | 


| | 
| | Pan | Pe | ~ 
31， 无 穷 维 非 负 系数 的 线性 方程 组 
之 一 rz 十 四 


的 非 负 最 小 解 的 第 二 种 递 代 求法 是 : 取 忆 的 任意 一 个 非 负 分 解 


5 一 D6" 【6 无穷 维 ) 六 0) ， 
如 一 上 





念 
no = 0, 2 tl 一 tm 十 再 CD。 
ED 一 ve 
证 明 w 是 方程 *=4zx 十 5 的 最 小 非 负 解 . 再 用 这 个 方法 证 明 :对 于 
马 氏 链 扎 的 转移 阵 P, 当 国定 时 ,从 i 出 发 能 到 达 j 的 平均 时 间 
组 成 的 行 向 量 ( oj,iES) 的 转 置 ( 其 中 一 inf (2 六 1:8 一 了) 是 
无 穷 维 线性 方程 组 





& 一 i Px 十 Fn 
的 最 小 非 负 解 ,其 中 
1 


jn 一 oO 第 了 行 ， 
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(FD)T 一 【有 
32， 证 明 对 于 28 题 中 的 马 氏 链 , 有 (YY 之 1 


- 了 。 
Snfioln) -1 —p" Pea 
n= oo， p= oa. 

33. 令 马 氏 链 坪 首次 进入 常 返 态 类 的 时 刻 为 two: 

zw 二 inffn 闻 1:5 EU (DV 为 全 体 暂 态 }. 
证 明 下 述 行 庙 量 
(Eru:i EU) | Er, 一 了 了 
的 转 置 是 线性 方程 组 
说 三 Pruz 十 下 

的 最 小 非 负 解 ,其 中 Pe 是 指 P 在 UU 上 所 限制 而 得 的 准 转 移 阵 , 


34.， 用 上 题 结论 证 明 在 0 与 N 有 两 个 吸收 蕊 的 ( 简 半 ) 随 机 
徘徊 有 平均 吸收 时 间 人 所; 安 六 一 1) 


1 4? -1 
Fo —# 
Er = P79 (2) 一 1 





fy — 2), P= 站 = 


1 
2 
35. 设 马 氏 链 6 的 全 笨 暂 态 为 U,iED, 令 a& 为 出 发 后 马 
氏 链 永远 留 在 U 内 的 概率 ; 
«= P(E EU,YNn21| 人 =. 
记 和 二 tsiEU]; 则 a 是 齐 次 线性 方程 组 
< = Pz, 
人 二， 1 
的 最 大 解 , 其 中 Pu 为 P 在 U 上 的 限制 . 
356， 记 号 同上 题 ,又 设 吾 为 & 的 一 个 常 返 类 ,i EDU, 令 如 为 
蕊 氏 链 从 i 出 发 最 终 被 五 吸收 的 概率 : 
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8 PlUte e 

记 记 二 (PB,iEU) , 则 8 是 线性 方程 组 
z= Puz py 
的 最 小 非 负 解 ,其 中 ( pr) "会 ( 2 piED). 
37， 设 马 氏 链 怠 没有 吸收 态 ( 单 点 常 返 类 ). 令 
Wo 一 D0, 
及 一 inf 人 人 > 有 天 名 (六 1)， 
.二 和 (tn 守 0). 





证 明 X, 也 是 马 氏 链 , 其 转移 阵 为 | (1 
不 可 约 当 目 仅 当 4 为 常 返 不 可 约 ， 
38， 证 明 对 于 一 维 随机 徘徊 有 

=1— Iz— el. 

359， 设 # 为 暂 态 不 可 约 马 氏 链 , 求 证 


《1 站 了 固定 ， Dp, aa) 是 过 份 函数 . 


(2) 设 记 为 过 份 函数 ， 则 有 
hk) 六 fi hk). 
40。， 圆周 上 有 NN 个 格 点 ,质点 在 格 点 上 作 随 机 徘徊 ( 顺 逆 时 
走 一 格 的 概率 各 为 p 及 9) ,求证 
(1) 处 男 一 边 初 次 返回 初始 位 置 的 概率 为 
{ip + oa) (太一 4) 
po 


ps | ， 
一 他 ) Sp;) :而 且 X, 党 返 





疡 天 34# 
雯 ， 产 一 全 一 去 
(2) 质点 加 到 初始 位 置 的 平均 时 间 为 N. 
(3) 质点 从 状态 1 到 达 = 的 平均 时 间 为 
118 





iN i, 一 9 一方: 


41， 记 
oi 二 inf{n 守 1 二 让. 
设 马 氏 链 为 不 可 约 正常 返 ,试用 习题 31 证 明 Eioj<oo (YW i 让). 
42， 设 名 不 可 约 , 则 它 是 正常 返 的 充 要 条 件 是 ; 状态 及 


非 负 列 1z2;:iES} 满 足 


在 条 件 成 立 下 可 有 取 


< 2 一 1， z 天 
< co, 7 一 1 


人 17; 
i » » 
Q， t 一 了 
提示 : 用 习题 31. 令 9 会 2, paxs ,证 明 
(5 二 Pz {nn 完 1) 
定义 的 "满足 
zr 十 宣 ( PD] 十 2" ， 
其 中 ( 严 ] 全 为 的 第 了 列 , 令 oo 
43， 证 明 
(大 一 工 六 一 产 一 工 (ni). 
44- 证 明 : 如 果 不 可 约 链 具 有 震 等 的 转移 年 阵 : 瑚 一 己 , 那 末 
此 链 是 正常 返 的 ,而 且 是 独立 同 分 布 列 . 
45， 求 证 :有 限 马 氏 链 不 本 约 的 充 要 条 件 为 存在 = 使 P">0. 
在 条件 成 立 下 , 必 存 在 c>0,0< po< 1 使 
| 严 一 王 | 甩 cord 《 指 逐 个 元 比较 ). 
46.， 转移 阵 的 一切 列 和 都 不 超过 1 的 无 穷 态 不 可 约 马 氏 链 必 
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非 正 常 返 的 . 

47.， 若 马 不可 约 , 则 为 全 { 态 : 人 -1) 可 以 看 成 状态 空间 为 
14717 ;Pi 之 0} 上 的 不 可 的 蕊 氏 链 , 且 的 常 返 性 , 零 性 与 总 相 
辣 . 

48， 设 PP 不 可 约 正常 返 , 则 以 直 积 PXxP: 

Px Pye en A pupi 
为 转移 阵 的 马 氏 链 也 是 不 可 约 正 常 返 的 . 

49. 证 明 30 题 的 离散 时 间 的 单 弹性 壁 生 无 链 为 正常 返 的 充 

要 条 件 为 | 








之 Bp. ~ 
其 中 
和 | ,| 
一 [人 ) [内 | 
平稳 分 布 为 
pb 
Prpr 
特别 ,在 (简单 ?随机 徘 短 时 p==pG 汪 中) ,g; 二 q(i 这 1) ;正常 返 的 充 
要 和 茶 件 是 p<ig; 平 稳 分 布 是 几何 分 布 





= 一 人 人 人 


50. 证 明 具 有 至 侧 弹性 壁 0 与 N 的 离散 时 间 的 生 无 链 : 


ro po 
1 六 | 
P= 。 "。 
各 -1 一 1 Pw-i 
UN ry 
必 是 不 可 的 正常 返 的 ,其 平稳 分 布 为 
各， 一 Pripor 
nl 
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又 着 一 切记 一 二 CSN 一 TD 一半 GD, 则 二 丽 二 


十 1 
51， 记 





则 有 
(1) gs—lim( fi)" ,gi= /ig 
(2) 若 i 常 返 ,i>j, 则 gi 二 1; 且 jj 常 返 ( 由 此 得 到 命题 3. 3)， 
C3) gy 一 0 当 且 仅 当 py) 之 cc 
52， 证 明 比 鲍 极 限定 理 ( 注 意 对 和 链 未 限制 》 
V1 pCk) 
不 二 1 


D7 ps8) 
旧 一 站 
53， 证 明 对 于 常 返 不 可 约 链 有 比例 极限 定理 


tm oo 


fi Oi € 3). 





经 ,or oo (Yi ES), 
DU psCk) 
点 二 
其 中 
er 一 > putn}s 
r=]1 


而 ,pw(n) 是 禁忌 概率 . 显 见 ei = 
提示 ; 先 证 明 : 关 ; 时 有 
(1 fatnt rm) putn) » faln)s 


ml 
(2) ptny = DD pulk) - peat 一 器)。 
上 一 


54， 求 证 (Derman 定理 ): 椒 可 约 常 返 链 有 正 的 不 变 测 度 ( 但 
是 可 能 为 < 有限 而 并 不 一 定 有 限 》g, 它 必定 满足 
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Hi 一 es CVI). 
提示 ; 令 
Bi 给 pn 
对 putn} 用 52 是 ( 随 着 用 53 题 于 六 ff) 
55。 不 可 约 常 返 链 有 
一 
及 若 沟 正常 返 , 则 
ey 一 允 ， 
56，# 称 为 了 的 (或 链 的 ) 表 测度 (过 份 测度 ) ,如 果 
PP， #0， 世 六 0, 
证 明 对 常 返 不 可 抱 链 而 言 , 有 是 王 的 重 测 度 当 且 仅 当 对 于 Y 7 过 是 
五 的 过 份 画 数 , 其 中 


进一步 证 明 : 不 可 约 常 返 链 的 盈 测 度 & 有 
Wj; = We . 


57。 证明 不 可 约 链 为 正常 返 的 充 要 条 件 为 有 一 个 有 限 的 检测 


度 . 

提示 : 证 明 le; = [1 一声 ) + p95] 

58. 设 
do Ul a 
1 

了 
P= 。 (a: > 0,7 > 0), 
1 





1l22 





则 链 是 不 可 约 常 返 链 . 再 证 它 是 正常 返 的 充 要 条 件 为 px 一 
na。 ,之 ,这 时 平稳 分 布 为 |m= 寺 2)asse>0|. 


圭 到】 
59. 设 
bo 1 &o 


{1 之 56>0,i 这 0) ; 则 链 为 不 可 约 . 再 证 它 为 常 返 的 充 要 条 件 为 


275, 二 29， 2 Ia — BB) < co-。 
60， 列 和 也 全 是 1 的 转移 阵 称 为 双 随 机 转移 阵 . 求证 有 限 双 
随机 阵 只 有 正常 返 态 ,并 求 有 限 不 可 约 双 随机 阵 的 平稳 分 布 . 


61. 设 (有 } 是 独立 同 分 布 的 正 整 值 随 机 变量 列 , 其 母 晒 数 为 


g{z){ = 人 为 二 此 xz*] .6 是 正常 返 不 可 约 马 氏 链 , 那 末 
天 全 与 1 0 
也 是 正常 返 不 可 约 马 氏 链 ,其 转移 阵 为 
8(P) (为 六 的 转移 阵 )， 
而 且 六 ,与 针 有 相同 的 平稳 分 布 . 
62。 设 $。 为 正常 返 不 可 约 马 氏 链 总 的 状态 空间 的 7 非 空 
真子 集 . 记 & 的 转移 阵 按 Ss 的 分 块 为 
P, 网 
PF RR 
令 oo 为 首 达 So 的 时 刻 ( 全 inf {fn 之 0, 夺 ES6))， 
Gl = inof fk > ot € So}, 


FrF= 
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求证 名 也 是 正常 返 不 可 约 马 氏 链 , 其 转移 阵 为 
Pot Ul YR")V, 


平稳 分 布 为 6 的 平稳 分 布 在 S, 上 的 限制 . 
63， 设 


求证 对 ¥ i 写 1{ 第 1 个 状态 为 1 一 0 ,所 王 1 当 且 仅 当 Dap iq. 
64， 设 所 为 有 零 均 和 值 非 零 有 限 方 差 开 的 独立 同 分 布 列 ,是 
非 负 整 值 随机 变量 列 , 且 满 足 


了 -am 0， 
n 


证 明 
名 十 中 十 饭 4d 
V 
进而 证 明 马 氏 链 的 函数 型 中 心 极限 定理 ; 设 XX, 是 正常 返 不 
可 约 马 氏 链 , 其 平稳 分 布 为 5. 设 为 2 上 函数 ,又 设 
r= 0, rh = inf {>> rn,X, = j}, 
AA EXR) < ec。 
Y= A) 一， 
BA EYi < co， 
那 末 在 P, 下 当 ”co 时 





> N{ 0,0)}, 


EE 
—* N(0,x). 
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提示 首先 用 平方 可 积 的 鞍 的 极 慎 不等式 (更 确切 地 是 Koimogorov 不 
等 式 ) 证 有 明 ;: 对 S.A 名 十 十 各 有 
Ss — Sie p. 
YTna] 
由 此 证 角 第 一 部 分 , 进而 利用 了. 是 独立 同 分 布 的 序列 证 明 第 二 部 分 . 
65， 设 区. 是 非 齐 次 随机 徘徊 : 


人 0. 


oe 
而 尘 , 是 随机 徘 彻 : 
Pl = (|= 
ll 1—p. 








设 Po 一 pC(% 一 土 c0), 求 证 义 , 为 常 返 . 零 常 返 的 充 要 条 件 为 艾 。 为 
66. 设 Pu 是 转移 阵 在 全 体 暂 态 集 忌 上 的 限制 ， 
NA {I— Pu)- = PPA UN 5))， 


刚 对 于 Y i ;7EDV 有 
1 
Ni Fr Ns 二 7- 
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第 四 章 ”2 过程 


在 许多 物理 .工程 及 其 他 应 用 问题 中 ,我 们 常 磁 到 “随机 画 
数 ”, 也 即时 间 和 参数 集 是 了 一 R! 或 R 的 随机 过 程 ,例如 ,在 第 一 章 
中 的 例 3(Poisson 这 程 ). 事实 上 ,大 多 数 有 随机 噪声 的 控制 设备 
或 仪器 的 输出 莉 是 连续 时 间 人 参数 的 随机 过 程 . 当然 ,我们 可 以 将 时 
间 参 数 离散 化 , 即 考虑 它 在 一 串 时 间 {i 十 nAt;n 二 0,1,…} 上 的 
值 ,而 得 到 随机 序列 (Xn 二 0,1,-…}. 不 过 这 样 做 不 仅 有 可 能 使 
我 们 忽 赂 了 原来 系统 的 某 种 时 间 结 构 , 而 且 有 可 能 反而 把 人 必 连 续 
参数 处 理 起 来 比较 简单 的 问题 复杂 化 了 . 因此 ,我们 这 里 有 必要 再 
讨论 连续 时 间 参 数 的 马 氏 链 . 


$1 连续 时 间 和 参数 马 氏 链 的 转移 密度 阵 


正如 我 们 在 8 3. 1 中 见 到 的 ,对 于 齐 次 离散 参数 马 氏 链 ,P(1) 
就 决定 了 一 切 转 移 概率 阵 :PCn) 一 ( 产 (137- 我 们 自然 地 会 问 , 对 
连续 时 间 参 数 的 马 氏 链 ,是 否 有 PG) 二 e*? 

我 们 都 熟知 :对 于 实 函 数 z(t) 一 e” ,参数 


:一 = wo 二 ). 
类 位 地 ,我 们 自然 地 猜 到 对 矩阵 阵 函 数 Pl) 一 e* ,A 是 否 应 为 
1 有 (一 了 


中 





a = lim 
eo 


先 来 看 Poisson 过 程 这 个 例子 . 我 们 知道 : 
oo 下 O51 当 7 一 {之 0 


0， 其 它 . 
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于 是 

















gE lim A， 当 j 二; 
0， 其 它 
【好 3》 
1 和 
CY)? 
0 1 中 
EC) 
其 中 
0 1 0 
0 1 8 | 
D= 0 1 0 : 
D : 
QD (一 1 
一 2 EE 之 可 DD: 
WP (Dt 
rr 
-SH pp 
nl! 
汪 0 
5 CN) 一 上 1 
A nt OD 一 1 


一 - >) La 一 eg (名 一 《ga 


nt 





一 般 汪 ,我 们 有 以 下 定理: 
定理 4.1 设 转移 阵 产 (六 注 足 条 件 
HimPCe 一 于 (4.1) 
(其 中 了 是 单 征 阵 ; 满 足 条 件 (4. 1) 的 转 称 阵 了 我 们 称 为 标准 的 )， 
则 


tim Pg, (A ow) (4. 2) 
存在 ,但 可 能 无 限 ;而 
lim Pg, GF) C4, 3) 
存在 ,二 有 限 . 而 且 


pitt) >0 (Ot 0o0). 
证 上 明 ”1》 先 证 (4. 2). 由 条 件 (4.1) 易 见 py 以 ) 有 连续 于 (0， 
十 co) 上 ,又 由 于 
PO) = [| 二] )， Pls + 1) = PCYPO), 


可 见 pr {s+ pts) ps tt) ,而 是 
下 


pt) 六 | 如 | 去 | > 6 (x 充分 大 > 
因而 对 任意 上 0 有 ea 人 (>>0. 于 是 可 以 令 gD) 二 一 logpn(t), 有 
limges) = 0 Fs 二 D+ DD). 
及 令 9 =sup 2 { 可 以 取 值 十 cp), 于 是 
im 2 < gy. 


rt 


另 一 方面 ,存在 Em 使 





lim Yt 


mw 


但 是 ,对 二 存在 和 与 01)< 之 ty 使 
tm = Fo 十 他 fi， 


一 di 
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于 是 
limé, (#) 一 站 im (zt7) 一 心 * 





而 且 
2 二 naP(E) + FH, ) 之 2 十 Se 人) 
因而 
如 守之 > (当知 一 十 20). 
这 样 我 们 得 到 
lim 2 一 
eyno i ’ 
进而 有 
lim 1]C— pati) Lim log[L1 一 《1 一 pa C19) ] 
to i ro t 
-二 


2) 现在 我 们 来 证 明 (4. 3). 令 
2 中 蔚 “ 
由 于 下 标准 ,我 们 对 性 给 的 e>0, 存 在 0 过 #6 之 1 使 得 当 t<<t。 有 
patt) es PAI— EE, pt) >1— ss, 
首先 证 明 : 当 0<mp<t, 有 
Pitnh) 
nn 


《下 4) 





守 (1 — 3e) But (站. C4. 5) 
令 
pe Ch) = P(A =k; XA ORS 人 Ev 1|X, = OD). 
于 是 由 
ve—] 
pa) = pO + DY pT Ps — mR) 
十 一 上 
就 得 到 : 当 坊 才 nto 时 ， 
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PR) 六 pi) 一 max pntmh) >1— 2é, 
进而 有 , 当 nA<to 时 ， 


手 一 ] 


让 CR 区 六) pA pa Rp — vO— 1)h) 
r= 


m1 
(1 2e) Dp) 一 全 
一 自 1 


2 中 1 一 3e) pith). 


出 此 可 见 (4. 5) 成 立 . 
现在 来 证 明 i. 


在 C4.5) 中 ， 置 4 一 范 人 令 一 十 cc 就 得 到 

















to to 
Pi pi ey 
Putt) 部 1 ,| | 
Ga 一 lim 7 < lim IT 所 十 oo. 
2 
后 我 们 来 证 月 T 名 os 全 <<gv 由 (4. 4), 存 在 0<h< 如 < 
1 
去 ,使 
p; pu cy, 十 & 


又 由 p(t) 的 有 连续 性 ,可 找到 加 E | 0, 号] ,使 当 <ce 一 5< 避 
时 ,zstt)< pr 十 sy 于 是 这 时 
名 (4.6) 
另 一 方面 ,对 Y 0 过 < 之 ho Ati, 存 在 mr, 使 
mh 十 如 所 吾 十 加 一 与 ， 


于 是 就 可 以 利用 (4. 5) 与 44. 6) 得 到 ; 当 0<h<<ho Ari 时 ， 
pi CA) 1 pAmh) gi Ze 
~ Tse Tah ee 
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可 见 





[名 这 人 十 50， 
综 上 所 证 结果 ,最 后 得 到 
di lim Fi ch) < 十 co. 1] 


推论 “osen<d< 十 coi 2 gi. 

证 明 推论 是 Fatou 引 理 与 定理 的 直接 推论 . | 

注 : 上 面 的 定理 完全 适用 于 准 转移 概率 阵 族 PCz), 也 即 上 面 的 定理 中 
条 件 PODI 一 1 可 以 疏 为 PQ)1 专 1. 

定义 4.1(Q- 惩 阵 ) 方 阵 Q= (gij) 称 为 一 个 他 -和 矩 阵 , 如 果 满 
足 条 件 

QQ. 1 和 一 一 和 委 0 (2 可 以 取 十 oo); 

外. 2 Og oo 0 天 万 } 

Q. 3) > di. 

ji 


由 上 面 的 推论 可 以 看 出 ,对 一 个 标准 马 氏 链 , 和 矩阵 (ps0 十 3) 
是 一 个 刀 - 矩 阵 ,我们 称 之 为 此 马 氏 链 的 从 矩阵 ， 

定义 4.2( 保 守 ) 称 一 个 Q- 矩 阵 { 或 马 氏 链 的 QQ- 和 矩 阵 ) 保 守 ， 
如 果 9 = 二 5 

定义 4.3(Q- 过 程 ) 对 某 个 Q@- 征 阵 刀 ,车 有 马 氏 链 司 (4. 2)， 
《4. 3) 满足 , 则 称 此 马 氏 链 为 Q 的 Q@- 过 程 . 

命题 4.2 对 有 限 状 态 马 氏 链 , 若 其 转移 阵 了 标准 , 则 它 的 
@@- 抱 阵 一 定 保守 ,而 且 


P(A) = (p50) = PG)Q = OPW), (C4, 7) 
P(t) 一 et. 
天 人) = POO 
称 为 前 进 方 程 , 而 式 
P(t) = QP() 
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称 为 后 直方 程 . 而 且 pd 十 cc， 
证 明 由 
™ 
,hy — Bo 
二 Cp 二 hy 一 poutt))= Psd) Pe 


™ 
A) 一 人 
一 > Bed) Cup (4), 


再 令 其 中 4 0, 就 立即 得 到 (4.7). 开外 ,容易 验证 ; 常 微分 方程 组 
Pa = PO = QFQ), 
Po 一 了 

存在 唯一 解 
PG) 一 es 人 A > ey 


所 以 由 (4.7) ,就 立即 得 到 PCO) 一 es, 站 
推论 ”人 尾 给 有 限 维 保守 有 @- 矩 阵 Q= (gy), 一定 存在 唯一 的 一 
旋转 移 阵 {P(t);tER+) ,使 得 
Pt0 二》 全 (pi(D 十 )) = 0. 
事实 上 , 取 PGD = ea = 大 即 可 . 


i 


应 该 皇 出 :对 一 般 可 数 状态 马 氏 链 , 前 进 方程 与 后 退 方 程 并 不 
一 定 成 立 . 但 可 以 证 明 , 对 保守 蕊 氏 链 ,后 退 方 程 一 定 成 立 . 至 于 给 
了 @- 算 隆昌 ,是 否 存 在 QQ- 过 程 的 问题 ,在 下 节 中 我 们 将 作 进 一 步 
芍 讨 论 . 一 般 来 说 对 某 一 个 固定 的 -给 阵 人 ,多 -这 程 并 不 一 定 唯 
一 .这 些 问 题 , 由 于 篇 旺 所 人 限 ,我们 不 在 这 里 一 一 讨论 了 .希望 进 一 
灰 了 解 这 方面 问题 的 读者 ,可 以 参考 [Y],[HT,[ 允 ,等 专车 . 

下 面 讨论 &- 和 矩阵 元 素 的 概率 意义 ， 

人 的 元 素 ;有 明确 的 概率 意义 ,它们 可 以 使 我 们 对 于 连续 参 
数 蕊 氏 链 的 统计 性 质 有 进一步 深入 ,具体 的 了 解 , 本 段 就 着 重 讨论 
这 个 问题 . 

令 r 一 infft>D: 吉 基站 , 当 乌 = 时 ,= 就 是 所 首次 离开 的 时 
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和 间 . 由 下 面 定理 4.3 的 1) 雁 易 看 出 , 当 {8(a)#E 妇 对 上 右 连 续 
时 ,gq: 二 0 当 且 仅 当 六 是 吸收 访 : P&E =iCY 1) 一 119; 关 0 时 
{wort > 二 tw 5 使 (tw) 二 地 EE Wl. 

下 面 我 们 证 明 ,zr 的 分 布 由 gi 决定; 而且 首次 离开 i 立即 跳 到 j 
去 的 概率 是 g;;/g.. 

定理 4.3 设 马 氏 链 上 = ezER+) 的 轨道 右 连续 (也 就 是 
Plw: lim€.Cw) —é, Cw) ;二 1 ,年 0<&g; 之 co, 则 有 

1) Plr>rt1é =i) =e", 





2) PCE,—j, rel 名 一 六 一 (1 oD Gi 旧 @ 天 0 时) 


3) POé.=j l=) = (ji BL g:A0 时 ). 
可 见 ; 当 是 保守 人 Q- 过 程 时 ,7 与 & 在 击 ==i(Y 站 的 条 件 下 独 


证 明 1) 利用 轨道 右 连 续 性 ,有 
pitt) = P(E =i| = > (0), 
可 知 严 ( 革 是 标准 的 ,再 用 轨道 的 右 连 续 性 ,容易 看 出 ， 
Plr2ilés =27) = P(E mi Os Tt = 
一 Pléu 一 计生 天 及 下 一 1,22" 一 TI 和 一切 


一 limP (ésu =iikE=1,2020"— 1 名 = 让) 


nc 








2) 首先 ,由 1) 可 见 
pilT 一 #, i#. = 7) 守 P(lr=s) — D. 





少 


rw) 一 inf | 条: 总 (oo) 了 各 |. 
2 
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显然 ,Tr 二 zr (+ ), 设 其 极限 为 二 , 刚 rsry 而且 
SCo) =i, 对 Y 太 之 Fw) 成 立 . 
从 而 由 轨道 右 连 续 性 得 到 
& oa) 二 i， 对 和 之 TCw) 成 立 . 
这 意味 着 r 闻 zz， 即 rz 一 一]imre， 而且 
1 Ce) = limlu Ce)， 
那 末 
Pilres, & =) 二 Pitreis, $= 7) —limPi(r<s, $=) 
imP:; (rs, t= DlimP(rss, t= 
P(res, &: 一 门 ， 


P(r SS, 后 一 7) 一 limPtr, A Et 一 7 


一 lim SP Fn 一 去 ,6 一 :一 了 
之 2 


lim > P| 全 一 i, 站 二 7; 对 YY A) 


ps 








= (le ") 和 
3) 再 在 2) 中 , 令 :一 co, 就 得 到 3). 下 
上 面 这 个 定理 告诉 我 们 ,在 定理 的 条 件 下 ,在 一 个 状态 i 停留 
的 时 间 遵 从 以 gq 为 参数 的 灸 指数 分 布 . 当 g; 一 0, 我 们 有 
Plr 完 ti 一) 一 ee 一 
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这 时 ;为 吸收 态 ; 当 g 一 十 cc 对 Ye 0P(rztl 扣 一 站 一 0 也 就 
是 Ptr 一 0|&= 让 二 1. 这 说 明 上 在 ;几乎 不 逗留 ,这 时 称 ; 为 瞬时 
态 ; 当 0<g 所 十 co 时 ,; 称 为 吾 留 态 . 下面 我 们 将 只 讨论 二 留 状态 
的 马 氏 链 . 


$2 连续 参数 马 氏 链 的 强 马 氏 性 、 柳 入 链 与 
Q- 过 程 的 最 小 解 


1 强 马 氏 性 


正如 3.2 中 指出 的 ,在 许多 情况 下 , 强 蕊 氏 性 很 重要 ,这 里 
我 们 给 出 一 个 简单 然而 十 分 常见 的 连续 参数 马 氏 链 具 有 了 强 马 氏 性 
的 条 件 ， 

定理 4.4 设 马 氏 链 < 一 人 :ER ) 的 轨道 右 连续 , 则 它 是 强 
蕊 氏 的 . 

证 明 我 们 对 任意 的 停 时 +, 考 查 在 fw: r 志 十 co} 上 上 是否 成 立 
等 式 

五 [1 -= [多 .|] = Peytt) (a, e. ), 


[+ fe 


于 是 是 取 值 于 { 序 t: 《一 1,2,…} 中 的 停 时 ,而 且 
C [bt es 此 二 12 
是 一 个 离散 参数 马 氏 链 , 由 命题 3. 11, 它 又 是 强 马 摊 的 ,那么 对 
Y 4E 多 .性 多 .就 应 有 
EClalis,. =—) 一 EC(laPs, (21)), C4. 8) 


又 由 于 的 轨道 右 血 续 (a. e.) ,而 且 上 + EZ, 因而 对 固定 的 wE€ 
归 , 当 好 充分 天 时 , 扣 cw {cw) 一 名 :fo ,于 是 当 拉 充分 大 ,有 
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事实 上 , 取 


Pe. st) = Pei， 
即 lim Pe, (it) = Pet) [和 .已 
由 有 界 收 敏 定理 ,在 (4 8) 中 令 mco ,就 得 到 
Ellalie,, -iy 一 EtlaPs,(t)), 
于 是 就 有 
Ellis,.—n 1 .,) 一 it 

强 马 氏 性 得 证 .上 

命题 4.5 设 #== 人 {人 ; tER'} 是 @ 保 守 的 ,无 吸收 态 的 轨道 
右 连 续 的 马 氏 链 , 令 

io= 人 0 与 = inf{t > #1; ts 
再 令 
妨 一 tS 
则 1{1?,} 是 马 氏 链 ( 称 为 上 的 嵌 人 链 ) ,而 且 它 的 转移 概率 阵 是 
P(1} 一 (6a 一 BGAgi)， 

其 中 必 一 9) 是 二 一 全 万 下 +1 的 包 - 和 矩阵 . 

证 明 由 于 的 轨道 右 连 续 ,容易 得 到 

limps 一 6,,, 
于 是 ,由 定理 4. 1 得 到 是 一 个 Q- 过 程 , 设 其 Q@- 和 矩阵 为 0= (g1). 
又 由 强 号 氏 性 ;对 t>0， . 
Ellie -站 | 家，) 一 Ell ,= |) 


tt 
再 由 测度 论 典 型 方法 , 答 易 证 明 , 对 ¥Y A4E€ol& + t 汪 0) 有 
E(lalF ,) = EClalé,). 

另 一 方面 ,Eg( 3 1>0), 可 见 

El =i [FE = | 名 一 至 6]ie ,= | 扣 ), 
耳 此 ,1 ; nn 之 0} 是 马 氏 链 , 而 且 

El = | 一 站 一 瑟 ( 首 次 离开 ;时 到 j= 
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一 gy/9: 《由 定理 4 32 时 
命题 4.6 在 定理 4. 3 的 条 件 下 ,车 令 
pt) 二 PC Co) 在 [0,t] 怡 跳 了 n 榨 ,是 总 Cw) 一 站 如 一 让， 


则 
Opalt) — e WB,, 
"p(t) = 5 [eva ps 他 一 了 ds (#4. 9-17 
kai 
= | palt— sy gue ds. (4.92) 
ke 
又 令 万 G 一 2 ”pi(2), 则 
30 


Ft) = PE, 一 jo limt. (Cw) > £|é, = 1) 
二 P(&, 一 j,#, (C0) 在 [0, 让 中 跳 有 限 次 | = 站. 

证 明 这 里 我 们 沿用 命题 4.5 的 记号 . 由 于 

人 的 一 王 ( 在 [0, 相 内 上 跳 寺 次 和 一 咱 铝 一切 
一 百人 (二 生机 Pié, 在 (二 :tj 内 跳 n 一 1 次 ,二 1 名 ) [= 站 ， 
由 强 马 氏 性 ;上 式 应 等 于 
EC ts Pe, 在 全 "于 内 跳 ”= 一 上 次 ,二 = 了 各 2 16 = £1), 

再 利用 定理 4. 3 中 所 得 到 的 zt 与 总 的 联 会 分 布 ,上 式 应 为 
于 | eva 全 人 -一 syds, 


Cn 


此 即 (4. 9-1). 下面 我 们 用 归纳 法 证 明 (4. 9-2), 对 n= 二 1; 由 (C4. 9-1) 
我 们 有 
Dips(t)O— >| ee 一 | edge "de 
ET i 


Ln 


>| Wp Cu) ge dee, 
Fo 


Pg 


设 (4.9-2) 对 5 成立, 则 由 C4.9-1) 及 妇 纳 法 假设 ,我 们 有 
(一 5 erg prt 一 uy)du 


re 
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一 Dee), 由 pu (tf — wo— sge dsdw 


< > | et gu] “oD palt — Eo— sgre "rdsdu 


EF 


一 S| 本 ‘gs 2 > Dpalt — sO— gne "duds 


“了 


一 >[e ge pe 一 s)ds, 


Fj 


于 是 由 归纳 法 得 到 (4. 9-2) 成 立 . 
本 命题 的 其 它 结 论 是 明显 成 立 的 . 和 
我 们 将 lim#.(wm) 记 为 ?fo , 它 表 示 .Cw) 的 第 一 个 飞 除 点 (中 
无 穷 次 ) ,在 [0,7C(w)) 上 ,t. 是 阶梯 肾 数 ， 
总 Ko) 一 时 ) ). 
关于 第 一 全 飞 获 点 ww) ,我 们 有 下 面 的 命题 . 
命题 4.7 设 g 志 MM< 二 co (YF 说 ; 则 
Pg) 一 十 co) = 1. (4.10) 
证 明 令 re+i 二 +1 一 ta: 由 定理 4. 3 立刻 得 到 
Plws tw) 六 全 一 下 (于 (ol rT,(w) > 1% , )) 
= ECP(o: zr.(w) > 61€, )) 


一 到 8 


一 Ele 中 > 


于 是 
Pw) 一 十 co 已 站 He {o rw) > 8}) 
人 > 


一 TimP(w; re) 
即 Pt7(o) 一 十 co 一 1. 下 
由 命题 4.6 与 4.7, 我 们 可 以 看 出 , {g;} 有 界 的 右 连 续 马 下 链 
$={6; fER'} ,几乎 全 部 罗 道 是 阶梯 函数 ,在 每 个 跳 点 上 ,由 :出 
发 的 条 件 干 , 跳 到 -去 的 概率 是 g/g ,而 起 跳 时 间 的 条 件 分 布 审 
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度 是 qe. 
2. 了 -过 程 的 构造 ,最 小 解 


本 段 讨论 由 入 -矩阵 & 去 求 Q- 过 程 的 问题 . 从 上 段 的 结果 可 
以 看 出 矩阵 Q 能 够 且 可 以 完全 决定 Ko) 以 前 总 (w) 的 统计 性 质 . 
如 果 我 们 使 过 程 在 时 间 3(w) 终 止 , 就 可 以 得 到 一 个 准 马 氏 链 ( 定 
义 见 下 面 ). | 

定 光 4. 4( 准 马 氏 链 与 准 转移 阵 》 若 {P0); 1E R1+} 满 足 条 件 

P.1)Y p(t} 0, PQ)1ELl 
与 方程 

P.2)° P (st) =POYPG), 

则 {P(t2); ztERR*} 称 为 一 个 淮 转移 阵 族 ;二 {; 1E RR- } 称 为 准 马 
氏 链 ,车 它 具 有 马 氏 性 ,有 旦 {PG); ER+ 是 准 转移 阵 族 (其 中 ,PP 
C= past) patt) = Pt, =i|E ==). 

定理 4. 8( 最 小 解 的 构造 设 马 是 一 个 保守 的 入 征 阵 , 则 存 
在 一 个 淮 转移 阵 族 {FG) 二 《2)); 机 + 与 准 马 氏 链 ,使 得 对 
Y ERR+ ,满足 





F(A 二 FF(2)Q (前 进 方 程 )， (4.11) 
到 (人 二 QFG) (后 退 方程 )， (C4. 12) 
与 F(0) 一 7 一 limF(z)， 
并 且 和 任何 满足 后 退 方 程 (4. 12) 的 准 转移 阵 族 Pi 都 使 
Ji < ple), 《4, 13》 


《由 于 (4. 13? ,我 们 也 称 {F (2),tER*') 是 最 小 解 , 它 对 应 的 准 马 氏 
链 称 为 最 小 过 程 . 》 
证 明 1) 构造 Ft) 的 想法 是 :如 果 过 程 在 7(w) 前 构造 好 了 ， 
按 命题 4.6, 阁 将 过 程 在 7Cw) 截 止 , 则 所 得 的 转移 概率 广 ,() 应 与 
命题 4. 6 所 得 出 的 一 致 .因而 ,我 们 令 
Vpalt) = e "6,,, 
139 


Vpslt) = 5 [eegs Dpylt — sds (n > 1), 


上 


wf) = > 的 六 it， 


=D 
我 们 有 
DAD = IpAD), PD Pf) el. 
再 令 
felt) 一 lim™ f(t), Fit) = Cf Ce)). 
显然 


fC) 汪 ;上 且 fit) 一 ed, 十 5 | e-waste 一 sds. 
re 


下 面 来 证 明 , 这 样 定 尺 的 {f(z)} 恰 好 满足 定理 要 求 ,从 而 知 
道 满足 上 面 定义 中 的 等 式 的 (py) 是 由 gj 唯一 决定 的 . 
先 下 归纳 法 证 明 ，2) 信 f() 和 过 1 (Yn) .显然 此 式 当 一 0 


时 成 立 , 没 它 对 2 时 成 立 , 于 是 
> tv 大人 一 ee 十 > 5 | emg fo 一 sj)ds 


i 
Sewt Dieds 
ki 
一 eg 十 [ewigas 一 1. 
0 
此 外 ， 
lim ft) = lim[ eB, 十 Do ef — s)ds 
:to #0 Pe 0 


=6; + Da lim | ef 一 syds (有 界 收 敛 ) 
Pg 上 0 


一 0 一 FC0), 
再 用 归纳 法 证 明 Kolmogorov 方程 满足 . 显然 
pis (ft 十 5} 二 已 全 一 De Bde 
i 
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一 YY Opt) pts), 
及 设 | 
pts + 1) = s DY pr) opls), (4.14) 
则 
tpsts + ty 


一 >» ， (fF 十 站 (eviga Mpeott i sO— rdr) 


二 5 


一 并 (| mpi(tt 二 $CO— _ dr 
站 


Fey 


十 | eg pets — =)dz] 
Ly 
= 5| | ve op 人 一 中 er pss)dr| 
Fe 0 oe 
十 mip (se 时 


一 Bi (Be tn pets) 十 > ot patf) mw ps) | 


1 v= 
+1 

= 之 > pf +1 ps {8). 
= 


由 归纳 法 得 (4. 14) 对 一 切 # 成 立 , 因 而 
fuls + #)= > 35 人 pe 名人 is) 


Bk ht 


-2 > > pt) pls) 


VV 二 自 血 二 侣 


= 2 fa fb). 


综 上 所 述 ， 短 阵 族 { Fl); ,tER') 是 准 转 移 阵 族 . 
2) 现在 来 证 明 F(t) 满足 前 进 及 后 退 方程 . 由 于 


Fi = en 十 | De“gafit 一 mar 
日 2 
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一 e 9 人 Bi 十 | De Vga ats yds. 


A 
对 上 式 商 边 求 导 就 得 到 
f= a ees t+ | DD ere vgafut)ds) + gafult) 
Rr 下 汉王 
一 一 4 十 > 一 209ujot?， 
关 尖 


此 即 后 退 方 程 . 进而 还 可 以 看 出 对 1 连续 . 
由 (C4. 9-2) ,我 们 有 
wm p(t) = |[e -gs "pat — sds. C4.15) 


丰 志 7 


对 C4- 15) 求 和 ,我 们 就 得 出 
ftt) = et6, 十 > e Vgefatt ~— syds 


是 下 了 了 


一 e-orb + Se wen gu fa le)ds 


Cl 
= et 十 e a Ye qarfin Cs)ds, 《4. 18) 
Pep 
对 (4. 16) 两 边 求 时 ,就 得 到 
万 (的 一 一 ge "6; 一 ce > er 站 


LE] 


e en >, qu fatft) 


Ej 


=— gt) 十 Dafatt) = D2 fa go 


此 严 末 


3) 最 小 性 . 设 有 准 马 氏 链 {P(E Rt} j 满 足 后 退 方程 且 标 
淮 , 则 对 后 退 方 程 积分 得 
Pit) = ea 十 > |e -gn pCs)ds. 


i 
于 是 可 用 归纳 法 证 明 py 疏 ) 之 jytz), 首先 ， 
Putlt) 区 
又 设 pat 宇 中 ;2), 则 
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Pit ee 9 十 3 -eeoomeode= 人 
于 是 由 归纳 法 得 对 一 切 mp fu fl). i 

注 , 定理 4.8 的 证 明说 明 , 最 小 解 就 是 在 飞 获 点 截止 的 过 程 . 

推论 ”满足 向 后 方程 组 的 标准 Q@- 过 程 叭 一 的 充 要 杀 件 是 : 
7) 一 1 CY 让 ;这 个 条 件 也 等 价 于 

Po 一 十 co) 一 1 

《8#o) 是 第 一 个 飞 牙 点 , 称 为 过 程 的 灭绝 时 间 ). 

证 明 充分 性 :车 有 pi 全 i);, 则 

> 2 人 tt) 守 之 广 (=1, 
可 见 
ft) = pilt), 

必要 性 ;证 明 的 要 点 是 : 当 Dy fkto) 之 1 (对 其 加 ,pm 要 设 
法 构造 一 个 准 标准 @_ 过 程 P- ( 轧 (6) 使 得 记 ;() 之 pis(1). 我 们 
采用 Doob 构造 了 的 基本 思想 , 由 于 Df 过 1, 可见 

P, Ow) < FP 0) Et) = 1— 2 ; (0) >0. 
于 是 ,在 #am) 以 后 ,让 过 程 独立 于 过 去 的 历史 ， 按 某 一 个 分 布 # 重 
新 开始 ,这 样 在 wE 1 所 十 o) 上 ,在 瑚 (灭绝 后 , 疡 继续 存在 ， 


因而 ,存在 志 。 ss 使 Fto) p(tn), 
下 面 我 们 给 出 严格 证 明 . 令 


入 一 {57,3}( 即 在 原状 态 空 间 2 中 加 入 一 个 “死亡 ”状态 及 ， 


ftt), 1, 7 全 Ss 
~ 1 ftt), 了 一 ds 和 pf 
f(t) = 名 1 
]， i = 9, 1 = 9 
Os i= 90,jE€%, 
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于 是 容易 验证 CQ)) = 六 (0) 是 一 个 标准 的 转移 阵 ,因而 可 以 构造 
一 个 二 {st 宇 0}) 以 { 仿 (1)) 为 转移 阵 族 . 由 于 六 Ct) 是 标准 的 ,#6 也 
是 一 个 Q- 过 程 ,再 令 
& 人 当 Ew) 
CDCOm) 当 上 六 ?Ka)， 
其 中 ww 一 和 wrewpet 演 0},540 是 以 5 二 (rz ) 为 初 分 布 , 关 (f) 
为 转 称 阵 与 5 独立 的 马 民 链 . 这 样 在 2*” 上 去 看 18) "8 一 六 就 是 
它 灭 绝 了 .事实 上 对 Yi jE 
Paulto + 0) A PS,, . 
= Pléra = jl = PDE 二 = il = 
fi) + PO Sot, ,0) = jt = i). 
于 是 
DPD — ft EPO) EE ral) FA = 7) 


二 了 | 全 = 2) 


= Paouw) tio, 人 多 天 Git 一 1 

2 Pr) < Fo EO Cw)) 天 可 名 =— 2) 

= PO St PCPUIN LY) FF DY) 

= Pi(yCa | 2 Dfsdd)| > 9. 
可 见 , 适 当选 择 #, 就 使 

DB) > DIF) ， 

因而 所 要 求 的 PG) 构造 成 功 , 重复 上 面 的 构造 法 ,可 以 可 列 次 地 
接 上 独立 的 新 过 程 . 由 于 这 可 列 个 新 过 程 独立 同 分 布 , 由 大 数 律 可 


知 这 可 列 个 灭绝 时 间 的 和 必 为 十 co (ae. ) ,因而 如 上 可 列 次 地 接 
上 新 过 程 后 所 得 的 过 程 必 是 一 个 马 氏 链 , 即 


Pps0) 一 1 


对 于 Q- 过 程 也 可 类 似 第 三 章 § 1, 相 应 地 考虑 状态 分 类 、 常 返 
4 


a 





性 ,只 是 命题 3.2 中 3) 中 的 来 和 应 改 为 积分 ( 见 本 章 习 题 ). 此 外 ， 
妨 - 过 程 的 不 变 测 度 . 遍 历 极 上 四 等 同 题 ,只 要 考虑 其 嵌入 链 , 在 很 广 
条 件 下 ,能 给 出 相应 结论 . 


§ 3 ”对称 性 与 可 逆 性 
414. 对 称 性 与 可 道 性 的 概念 


马 氏 过 程 的 可 洲 性 是 指 过 程 的 统计 规律 在 时 间 惕 着 下 的 不 变 
性 . 将 可 道 性 的 概念 略 加 推广 ,就 得 到 对 称 性 的 概念 ,而 后 者 正 是 
这 函 分 析 中 自 共 轿 算 子 与 半 群 的 概率 版 本 . 对 称 过 程 具有 许多 特 
殊 性 质 ,以 便于 我 们 对 问题 的 处 理 . 本 节 介 绍 可 道 马 氏 链 及 对 称 马 
氏 链 的 概念 及 重要 性 质 ,并 以 求 不 变 测度 为 例 , 说 明 怎 样 利用 对 称 
性 与 可 道 性 来 研究 问题 ， 
定义 .5( 可 北 性 ) 随机 过 程 = {iET} 称 为 可 道 的 ,如 
果 对 任意 的 0 才 所 6 迄 玉 帮 &ET ,总 有 
tA 二 ET E1121), 
而 且 ( 有 人) 与 人 -6 具有 相 周 的 概率 分 布 , 
考虑 以 PQ() 为 转移 阵 族 的 马 氏 链 我 们 有 以 下 命题 . 
命题 49 马 氏 链 & 一 人 ;ET)(TCR+T) 可 道 当 县 仅 当 它 是 
平稳 的 ,而 且 
CE 一 it (WE EE St ET), (4.172 
其 中 g 二 {mstE 5 是 的 平稳 初 分 布 . 
证 明 当 3 可 道 , 在 定义 4. 5 中 取 nn 二 2; 就 得 到 对 Y¥ listittr 
所 工 , 应 有 
PE 一 一 一， (4.18) 


1 





因而 
PE = = P(r = i). 
可 见 才 是 平稳 马 氏 链 . 将 已 (二 一 门 记 为 p， 进 而 再 利 用 (4. 18》 就 得 
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到 (4. 17). 
反之 , 若 (4.17) 成 立 , 则 对 Y 0 < 之 ET 有 
P(t = 六 : 一 fa 一 总 
一 pr prs, fa 一 站 六 3 一 1 
一 po tts — tp pi 一 
= = Pin ts — HD pig Cs — Er pr Cs — DP, 


一 P(E ra 一 i) Des CE 加 《za 四 £2 


一 PLS tre 一 fa 二 一 2 1 Cd i 一 
一 P(E 一 如 1 一 zr = to。 


因此 是 可 逆 的 . 『 

在 物理 上 , 称 满足 (4.17) 的 过 程 为 细致 平衡 的 ,意思 是 经 过 任 
何 时 间 1, 对 尾 意 一 对 状态 位 ,让 ,从 i 到 j 的 概率 种 加 全息 应 与 从 
了 到 !i 的 概率 记 p; (的 一 样 . 

推论 1 对 于 一 个 马 氏 链 #, 若 存在 概率 测度 g 使 (4.17) 成 立 ， 
则 gg 一 定 是 不 变 测 度 , 以 它 为 初 分 布 就 司 这 个 马 氏 链 变 成 平稳 的 . 

证 明 对 (4.17) 两 边 对 ; 求 和 就 得 到 

Dpst) = Dppalt), 
左边 的 和 是 所 ,所 以 上 式 就 是 。 
2 pant?) 一 上 

可 见 & 是 不 变 测 魔 , 以 & 为 初 分 布 ,E 就 是 平稳 的 ,由 定理 它 也 是 可 
着 的 . 1 

推论 3 当 工 =Z7+,$ 可 道 当量 仅 当 

FPCl) = gpatl) CV if € S50), 《4. 19) 

其 中 谈 一 PP(6 二 让， 

证 明 只 需 证 明 (4. 19) 的 充分 性 .让 我 们 用 归纳 法 来 证 明 
(4. 17) 对 一 切 ET 一 2 成 立 . 当 1 二 1， (4.17) 嗓 (4.19), 显 然 成 
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立 . 证 一 (2) 成 并 ;于 是 
spaytn 十 1 一 Ppall}pitn) 一 2 pul pa ps 
下 是 


= pan 1). 

于 是 由 归纳 法 及 推论 1 就 得 到 : (4. 19) 列 含 二 可 闭 . | 

把 哥 道 性 的 概念 略 加 推广 ,取消 平稳 性 要 求 就 得 到 了 对 称 性 
的 概念 . 

定义 4.6 设 马 氏 链 二 以 {1PG)) 为 转移 阵 族 ,而 且 存 在 e 有 
限 测 度 & ,使 

pu) = pi (YE SET), 

则 称 $ 是 一 个 对 称 马 氏 链 ,g 称 为 它 的 对 称 化 测度 . 

由 此 定 习 可 兄 , 当 对 称 化 测度 是 概率 测度 旦 是 上 的 初 分 布 时 ， 
§ 亦 可 逆 . 

如 果 将 (PC)} 看 成 是 一 个 算 拖 半 群 . 则 对 称 蕊 氏 链 对 应 一 个 
对 称 半 群 ,具体 地 ,我 们 令 

Pl= (Dp E SY) C= si € 9)), 


则 PP, 可 以 看 作 
LA- iE SN NN A Dts <+ oo} 
到 它 自身 的 算 子 半 群 :P。, 一 已。 已. 这 是 因为 
DO PD HS 2 Dpo Bp = Dl palt) 
= DB < 十 ce， 《4. 20) 
s 1 
> 加 人 2 pa (sl 一 Dipl 十 95 


从 〈4- 20) 还 可 以 看 出 己 是 收缩 算 子 , 即 ‖ 权 于 扫 直人. 省 
EC{P())) 是 以 g 为 对 称 化 测度 的 对 称 马 氏 链 ,就 有 


(pd) 一 D2 2 Pat 一 PN AGH = (0,PD), 
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可 见 记述 是 对 称 的 , 由 此 可 见 , 马 氏 链 的 对 称 性 又 是 算 子 的 对 称 
性 的 概率 版 本 . 
例 1 一 维 随 机 徘徊 :5 二 10; 士 1,…}), 令 


pi j=i 1 
me j=i—l1, p+o=l]l; 
0， 其 它 ， 

PG) 一 Cpi(t)). (PQ)} 是 对 称 的 , 事实 上 , 若 令 
1 一 1 
Tpi/grs i>0; 
C—O 

= 1， i Ooo Os 

Te i<o. 
二 i 十 1 

则 容易 验证 


pu(1) 一 eipatl). 
例 2 ( 非 对 称 马 氏 链 ) 考虑 三 状态 马 民 链 , 令 


1 1 
2 2 9 
1 
P(N |0 去 二 |， 
1 1 
| 0 到 


由 命题 4.9 的 推论 1 ,如果 存在 对 称 北 测度 g&,; 则 它 一 定 是 P() 的 
唯一 不 变 测 度 , 即 
一 | 工 工 工 
总 一 | 3’3°3 )， 


但 是 ， 
站 一 i ,二 ,1 i-0 
FpPitl 6 二 1 起 ii 2 ， 


由 此 可 邦 吨 不 可 能 对 称 . 
1d8 





前 面 我 们 讲 到 过 , 当 瑟 可 闭 持 , 它 是 细致 平衡 的 ,也 就 是 说 由 
任何 一 个 状态 上 到 另 - :状态 了 的 “ 负 概 率 流 ”为 失 ， 
Et 人 HA — Hpat) 0 i EE 0), 


链 运 动 的 每 一 步 帮 保持 每 一 状态 i 的 梳 率 不 变 . 我 们 自然 地 要 亲 ， 
这 时 这 里 能 使 概率 不 变 的 平衡 又 是 如 何 维持 的 呢 ? 下 面 的 命题 回 
答 了 这 个 问题 . 
命题 了 10 gp 是 {PQ)} 的 不 变 测 度 , 当 且 仅 当 
Dpal) = Ppapalty (FEET EE SD), (4.21) 


也 即 流入 i 的 总 概率 等 于 流出 i 的 总 概 这 , 它 又 等 价 于 从 i 出 发 的 
DD) Flt) 一 0. 
证 明 注意 到 (4.21) 右 端 为 点 ;本 命题 是 显然 的 .上 


2， 对 称 蕊 氏 链 的 对 称 化 测度 与 不 变 测度 


马 氏 链 的 对 称 化 测度 一 定 是 不 变 测 度 ,而 不 可 约 常 返 对 称 马 
氏 链 的 不 变 测 度 也 一 定 是 对 称 化 测度 , 然而 对 称 化 测度 比 不 变 测 
度 更 容易 处 理 , 其 原因 有 二 :第 -对 称 化 测度 可 以 用 转移 阵 的 元 
素 的 显 式 表示 ,而 一 般 地 ,不 变 测 度 很 难 做 到 这 点 ;第 二 , 当 我 们 将 
马 氏 链 限 制 在 它 的 状态 空间 9 的 真子 集 2 中 ,也 就 是 将 在 5 
之 外 的 每 一 个 状态 都 改 为 “反射 壁 ”, 而 得 到 一 个 新 的 蕊 氏 链 ,对 于 
对 称 马 氏 链 , 则 新 旧 马 氏 链 具有 "相同 的 ?对 称 化 测度 . 但 一 般 地 ， 
这 样 得 到 的 新 马 氏 链 未 必 与 原来 的 马 氏 链 有 "相同 的 "不 变 测 度 . 

注 :这 里 的 反射 壁 与 前 面 的 随机 徘徊 中 的 反射 壁 略 有 不 同 , 区 别 是 这 里 
的 反射 壁 设 于 两 状态 之 间 , 而 那里 的 反射 壁 设 于 边界 状态 上 . 

命题 4.11 设 对 称 马 氏 链 以 忆 一 (2 为 一 步 转移 阵 ,4 为 对 
称 化 测度 , 令 产 一 (Zeyr (SoC2e) ,其 中 
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疡 ii E 天 了 和 Sos 
万 一 [2 YD) pi t= jE 2 


RE 


则 户 以 安 一 {pyiE S54) 为 对 称 化 测度 ,& 也 是 的 不 奕 测度. 


证 明 显然 也 仍 是 一 个 随机 和 阵 , 而 由 ;一 py(i 闫 让 ,因而 
La Bis 一 fi [ csf 万 ED 


所 以 是 站 的 对 称 化 测度 ,也 是 不 变 测度 , 1 


下 面 的 例子 说 明 , 当 PP 不 对 称 , 可 能 与 有 不 同 的 不 变 测 
度 . 

例 3 在 例 2 中 , 取 二 {1,2}CC57 一 {11,2,3). 于 是 按 命 王 
4.11 方法 得 到 


1 

训 1 1 
go 1? 2 -| 让 
0 去 十 喜 9 1 
P 的 不 变 测度 是 | 寺 , 寺 ,到 ,而 


Ee 
3 3 
可 多 原 不 变 测 度 在 9, 上 的 限制 不 再 是 不 变 测 度 . 

由 定义 直接 判别 一 个 马 拱 链 是 否 对 称 ( 或 可 道 ) 是 三 难 的 .下 
面 的 定理 4. 12( 由 Kolmogorov 于 1935 年 给 出 ) 提 供 了 一 个 可 执 
行 的 对 称 性 判别 法 . 

定理 4 12 互通 马 氏 链 2 一 人 5 一 0,1,2,…} 是 对 称 的 , 当 
且 忆 当 对 任意 一 个 状态 的 环 路 站 一 ia 一 水 远 有 等 式 

Paapive Pi pas = Pie Pe Pi pr 《4. 22) 
成 立 . 这 时 对 称 化 测度 可 取 为 ， 
fit = 1， 
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“= I ee zio), (4. 23) 


其 中 各 二 os 训 一 局 吉 i paar 祈 0, 而 且 pw 的 值 与 #7 庆 
的 选取 无 关 . 
证 明 1) 若 二 对称 ,e 是 对 称 作 测度 , 则 
pi = Hips (Vif €E 9). 
义 由 于 5 是 互通 的 ,车 癌 人 >0, 对 Y j 关 ioE 7, 必 存 在 >0, 和 使 得 
0 pn) = pn te), 
可 见 py 守 0, 从 而 可 知 ; 互 通 马 氏 链 的 对 称 化 浏 度 一 定 恒 不 为 0. 任 
取 一 个 环 路 i 一 i 一 "一 i 一 ,就 得 到 
NA 
由 于 pr 之 0，, 上 式 等 价 于 (4. 22》， 
2》 当 (4.22) 对 任 一 环 
咎 成 并 ,任意 先 取 定 一 个 状 
态 iE5, 取 j6 一 1. 对 VY i€ 1 
7, 由 互通 性 , 必 能 找到 广 ， jj” 人 
… ,使 (4.23) 的 分 母 不 为 Pad 4 
0, 就 可 接 (4- 23) 定 义 pp, 事 _ A/ } 
实 上 ,这 个 定义 并 不 因为 j1， / / 








…, 六 的 选取 不 同 而 异 . 首先 
让 我 们 证 明 : 按 两 条 不 同 路 5， A 

径 定 义 时 (4.23) 的 分 子 也 都 ae 

不 为 0. 这 是 因为 由 i 一 定 能 

有 … 条 路 半生 一 全 一 和 一 使 papii,…piio 记 0. 于 是 我 们 就 得 到 
了 两 个 环 路 jo 一 jj 一 jo jr oj 
对 它们 分 别 应 用 (4, 22) 式 就 得 到 转 
移 概 率 沿 两 个 反 环 路 的 积 也 都 是 严格 正 的 . 再 用 (4. 22) 于 环 路 齐 

jj ji je a js = rio; 就 得 到 
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T 2 /TI Piijir Pi Piipapi 1 Pin Pin 一 1, 


6 Ph Pep Pap ™ Pn Pino 

至 此 ,我 们 完好 地 定义 也 主 0, 并 说 明了 gs 的 定义 与 六 sjs4 

的 选取 无 关 . 下 面 来 证 明 & 一 {ps5i€ 5 是 对 称 化 测度 , 由 于 

pnbrive "Prisha Pi pii' "Pihan 
| 


6 产生 








FP 一 
以 及 (4. 22) : 
PanpPiie "Pipopinpin "Pinpin 
一 Pii pi pr Papiipi ri piaPion: 
所 以 记 Ps 一 ppa: 即 & 的 确 是 对 称 化 测度 . | 
推论 ”互通 对 称 马 氏 链 的 对 称 化 测度 & 恒 正 , 而 且 在 相差 一 
个 常数 的 意义 下 唯一 . 
证 明 定理 证 明 1) 中 已 经 证 明了 后 之 0 (YiE 59). 另 一 方 
面 ,由 对 称 性 ; 志 py 一 志 px; 我 们 立即 得 到 
Pi Pi pi 一 站 “Pin: 





可 见 





所 A 2 Pisiit 
一 本 | 二 1， 上 一 |. 
a, A " lI Pi i 


即 车 避 定 元,; 则 色 唯 一 决定 . 1 
例 4 考虑 二 维 随机 徘徊 :2 一 (2Z+32， 

好 十 1 一 了 下 一 了 
bs i 二 JR 二 1=i; 
Cs i 一 1 一 j,kA=/; 
Pow 4 i 二 j,k 上 l=!t; 
es i 十 1 二 j,k 二 1=i; 
ff 一 1 一 六 并 一 1 一 1 
0， 其 它 . 
其 中 a 十 5 二 ce 二 4+e 二 f=1,a<esb<id ,baf =ecad. 
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(O00 【107 
不 难 验 证 定理 4 12 中 的 条 件 (4, 22) 满 足 , 因 而 这 是 一 个 对 称 


马 氏 链 . 
按照 定理 4.12 中 的 方法 ; 取 一 0,0) ,容易 由 归纳 法 定义 








Pe b 
Roy 一 Ec? eco) 一 4’ 
a ap 三 
Hy 一 一 Cs gay 一 二 | a 。 








容易 看 出 ,二 pow irm) (ZZ): 是 -个 有 限 测 度 , 再 令 

















_ nm al"ipl” 1 pb 7 
Ere? — ») jem re | 过 / 1 ce | 1 a | 
ai] 
ue 一 CCC — b) 
四 十 1 十 1 3 


就 得 到 这 个 不 可 约 马 氏 链 的 一 全 不 变 概率 测度 ,并 由 此 可 见 它 是 
正常 返 的 .2 (Print)E(Z3)2) 是 它 的 唯一 不 变 狗 率 测度 . 


3. 凤 - 过 程 的 对 称 性 与 可 道 性 


在 傅 4.9 的 推论 2 中 ,我 们 看 到 要 判别 一 个 离散 参数 马 氏 链 
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是 否 对 称 ,只 要 检查 是 否 存 在 & 一 (Am 庆生 .22} 使 
Fp) = gpl) (VY if €E $0). 

对 于 Q@- 过 程 ,我 们 很 自然 地 希望 将 条 件 (4.17) 简 化 为 加 在 外 -和 矩 
阵 上 的 条 件 . 但 是 由 于 一 般 地 Q@- 箱 阵 并 不 能 唯一 地 决定 Q@- 过 程 ， 
所 以 自然 地 ,我们 还 需 附 加 @- 过 程 的 唯一 性 条 件 . 

定理 4.13 设 # 是 以 8 二 (9;) 为 密度 阵 的 @- 过 程 ,而 且 它 是 _ 
对 人 满足 后 退 方 程 的 叭 一 解 ; 则 对 称 当 和 且 私 当 存 在 so- 有 限 测度 
如 使 











Am 一 Ed CY i E SO). (4. 24) 

在 条 件 成 立 下 ,& 就 是 二 的 一 个 对 称 化 测度 . 

证 明 在 所 设 唯一 性 条 件 下 ,5 其 转移 阵 族 为 {PG))) 是 最 小 
解 ,因而 前 进 方程 与 后 退 方 程 都 成 立 ， 

prslt) 一 Ge 的 一 人 pi 人 DG 
于 是 , 令 
下 = pupatt) /pe 
无 (应 满足 
pA 一 tipr (equ/t 一 >， 2 人 一 ubul). 


可 见 (p;C2)) 满 足 后 退 方 程 . 由 后 当 方 各 条 信 向 题 ( C0) 二,) 解 
的 瞧 一 性 得 到 

















Pt) = pt). 
即 
aijpagtil 一 Apiit (Yi ES ET 了 了) | 

注 ， 当 人 /由 < co 时 ,二 为 可 道 . 

推论 1 当 上 是 有 限 状态 人 -过 程 , 则 上 可 道 当 且 仅 当 (4. 24) 
成 立 . 

推论 2 在 定理 的 条 件 下 ,车 全 = (gj) 是 互通 的 , 即 ¥ i ,jE 
< yizrrr is 使 
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SG 
则 上 是 对 称 的 , 当 上 夺权 当 对 任意 一 个 状态 的 环 路 :六 -一 产 一 人 一 记 
一 广 都 有 如 下 等 式 成 立 : 
Oi A i ii (4. 25) 
而 旦 这 时 对 称 化 测度 可 取 为 
局, 一 ]， 














m 
Ei 
点 一 一 


二 
其 中 #1 二 4…* 襄 只 要 选 得 使 上 式 中 分 母 不 为 0 即 林 . 
例 $( 一 维 生 灭 过 程 ) 令 





Ui 了 一 了 十 1 

pb ， 了 一 一 1; 
di 一 - - 

— (a 二 8) 了 一 了 

0, 其 它 ， 





而 且 赤 十 下 和 cii 丰 07 一 0 十 1. 士 2.…- 
直 于 下 面 这 样 的 基本 环 及 它 的 反 向 环 上 的 转移 密度 乘积 不 为 
0 : 民 ;:i-*i 十 1*i, 但 在 民 上 ,我们 有 
itditli Ci — 
Hit1, i iitl Bi de 
可 见 定理 4. 13 的 推论 2 中 条 件 (4.25) 成 立 , 因 而 以 0 二 《95) 为 转 
移 密 度 阵 的 生 灭 过 程 是 对 称 的 5 请 读者 自己 证 明 在 本 例 的 情况 下 ， 
@- 过 程 是 互通 市 且 满 是 后 退 方 程 的 @- 过 程 是 唯一 的 ). 
例 6 网 络 上 的 均匀 流 ) 设 任 给 一 个 连通 网 络 . 将 它 的 全 部 
结 点 取 为 状态 空间 . 令 9;; 一 0, 如 果 由 i 不 经 过 其 它 状 态 不 能 到 ; 
(我 们 称 之 为 由 i 不 能 直接 到 站 ;又 令 qi 一 二 ,如果 由 可 直接 到 
mi 个 状态 . 于 是 有 一 4) 可 唯一 决定 一 个 有 限 状态 Q@- 过 程 庆 又 由 
于 从 等 个 状态 出 发 的 不 为 上 的 9 都 相等 ,而 拇 一 个 不 自 交 的 环 与 
其 反 人 向 环 上 "流出 ?一 个 状态 都 裕 为 一 次 ,所 以 不 难得 到 (4. 25) 永 
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远 成 立 . 由 定理 4 13 的 推论 2,; 此 Q@- 过 程 是 对 称 的 . 而 且 =m 
就 是 一 个 配 称 测度 ,再 归 -~ 化 就 得 到 一 个 不 变 概率 测度 . 








习 题 


1. 设 1P(t2D);t ER'} 是 一 个 有 限 维 标准 转移 阵 族 , 试 证 明 
detPtD 0 (对 台 120). 

2. “简单 排队 模型 中 的 生 灭 过 程 ) 一 个 简单 服务 系统 中 ,每 次 
鞋 密 1 人 接受 服务 ,将 在 时 刻 上 等 待 服务 或 接受 服务 的 总 人 人数 记 
为 Cw), 设 在 [tt 十 与 ) 时 间 内 ,有 一 位 新 顾客 旬 达 的 概率 是 
0(AD) 十 47, 有 一 位 以 上 硕 客 到 达 的 概率 是 oCAr) ,有 一 位 顾客 接 
受 服务 结束 的 概率 是 BAt 十 otAt), 有 一 位 以 上 顾 窜 接受 服务 结束 
的 概率 是 oCAz); 此 奸 新 顾客 的 到 来 与 接受 服务 的 情况 衫 互 独立 ， 
因而 在 [t,t 十 Az) 中 至 少 有 -一 位 顾客 到 来 又 至 少 有 一 位 顾客 结束 
服务 的 概率 为 BAF 十 oC22?) 一 otAz). 斌 说明 存在 马 氏 链 二 1&1 
ER' 及 其 转移 明 数 族 {P() ;1E R1), 使 得 总 Cw) 正 是 上 述 排 队 系 
统 中 +t 时刻 的 等 待 与 接受 服务 总 人 数 ( 意 即 的 统计 规律 与 后 者 
完全 相同 ,再 说 明 它 是 Q@- 过 程 并 求 出 其 Q@- 和 矩阵 . 

5. 一 个 粒子 通过 防护 层 时 以 aa 二 ok) 的 概率 发 生 碰 撞 ; 每 
次 碰撞 中 又 以 概率 px 变 成 下 个 同样 的 粒子 (K 一 1,2,…). 新 产生 
的 粒子 又 以 同样 方式 继续 运动 . 设 每 个 粒子 从 它 产生 以 后 就 相互 
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独立 地 运动 ,而 碰撞 不 占 时 间 . 若 将 到 上 时 为 目的 全 部 将 子 总 数 记 
为 吉 ( 扣 一 1 , 试 证 明 可 以 统计 地 把 (3t ER'} 看 作 一 个 QQ- 过 程 ， 
并 求 出 此 -过程 的 人 @- 辣 阵 . 又 问 :这 样 并 满足 后 退 方 程 的 @- 过 程 
的 转 称 阵 族 唯一 吗 ? 为 什么 ? 

4. 设 记 (让 为 标准 的 转移 阵 . 我 们 称 从 状态 i 可 这 站 关门 ,如 
果 2 六 0 使 pij(2)>0. 记 成 ir7. 与 离散 时 间 不 同 的 是 如 今 我 们 
恒 有 i-*i. 间 理 可 定义 互通 . 

(1) 先 证 明 ;:¥ i 给 定时 必 存 在 加 ;使 

Pt 站 人 





再 用 此 事实 证 明 : 
1 JS 上 > 0, 对 转移 阵 P 会 PCA) 有 i 一 J 

Ij 有 > 0 对 于 PY 有 i 一 Jj 

在 PO) 为 它 的 @- 第 阵 的 唯一 昌 -过程 时 ,1 一 j 二 对 候 入 链 1 一 j 
(2) 了 称 为 严 ( 纪 的 常 返 态 , 如 果 对 于 Y A >0 是 Po 的 常 返 

态 . 类 似 地 可 定义 正常 返 态 及 零 太 . 利用 pi 中) 在 [0,so) 上 严格 正 
及 连续 性 证 明 

r 常 下 >| Ad 一 oo 

3h 0, Spitnh) 一 co 

在 了 (是 唯一 的 QQ- 计 程 且 互通 时 ,i 常 运 夺 =>i 是 对 人 人 链 的 常 返 


提示 ; 1 用 "ps(1) 的 直达 式 证 必要 企 . 
2 用 归纳 法 证 明 | Code 一 全 ,其 中 pm 是 杉 入 链 的 a 步 转移 降 - 
5. 1° 对 于 标准 的 PQ) 证 明 
DP tH) pl | 2 ~ pls)). 
利用 它 及 由 定理 3. 19 得 到 的 x 0h) 会 limP《n) 的 存在 性 ,证 明 
JimP(7) 的 存在 性 (由 比 可 知 xCh) 与 上 无 关 , 记 成 f) 
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2 7 为 正常 进 守 A 和 x 这 0 
3” 在 各- 过程 唯一 而 且 不 可 约 人 Pt 的 状态 互通 ) 时 ， 
PC 为 正常 运气 过 4 = 0 有 概率 测度 解 & 
< 全 PC 有 平移 分 布 &. 

提示 : 证 所 后 一 个 等 价 式 时 ,* 寺 占 向 ”用 Laplace 变换 及 前 进 方程 的 
Laplace 解 ;“ 玉 方 向 "用 前 进 方 程 的 先 恤 解 . 

4°? 在 急 - 过 程 瞧 一 旦 不 可 约 时 , 己 ( 划 为 常 返 则 一 定 存在 不 变 测 
变 ( 但 是 可 能 不 是 有 限 的 }. 后 者 又 等 价 于 此 =0 有 非 零 非 负 解 . 

提示 : 等 价 关 系 中 "一 方向 ?部 分 可 构造 


p57 生 palto) (zs 固定 )， 




















再 用 庶 让 法 . 

6, 设 随机 变量 了 0 与 随机 过 程 一 {1tER1} 相 互 独立 ; 取 
设 的 轨道 有 有 连续 . 试 证 明 ;: 莒 6 (w) 对 oftT)Xol&} 是 可 测 的 ,而 
且 有 








EC& (ww)) 一 [dF EC)) 
“其 中 (是 全 的 分 布 靖 数 ), 及 
Etre(o)) = El | dF (YEC.C) 1,)), 


ECéics Cw) |&,) = 站 aero 1 


7 说 二 一 154ER+ 是 一 个 以 1 为 强度 的 Poisson 过 程 ,7 二 
+ 六 入 和 本 /是 一 个 与 上 相互 独立 的 外- 过 程 , 它 的 轨道 右 连 续 , 它 的 
已- 息 阵 是 (9 ,POn 一 尺 ) 一 jr, 念 : 
下 一 人 03 天 加 
N= #{: 0RiTT) E(w) Fé (wv)), 
斌 求 :P(N 二 =n | 加 = 站 与 PCN 二 nn). 
8 设 二 = {LtER*} 是 一 个 Poisson 过 程 ,其 强度 为 令 
intw) 是 5&. (名 的 第 nn 次 跳 贱 时 间 ,z 二 5 一 .1, 试 证明 ， 
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a) fr 入 二 1, 2 是 独立 间 分 布 序列 ,并 求 出 它们 的 公共 分 


布 ; 
b) 求 让 Cw@) 的 分 布 密 度 是 
A 
f= Dl ‘0 
.0D，, 了 < 


c) 对 固定 的 12>0, 设 nCw) 是 (在 1 以 前 的 跳跃 次 数 , 令 
有 (Cw) 一 tot +1 CY 一 了 
Pt) 一 了 La) (Cw). 
时 和 四 "全 相互 独立 ;而且 和 与 全 +1 i , 同 分 布 ， 试 求 出 | 
此 的 分 布 
提示 : 洲 虑 Elam) | 一 Etim) < | ). 
9. 试 给 出 一 个 最 小 Q@- 讨 程 但 不 满足 > 二 1 的 例子 . 
bri = —b; < 其 中 已- 一 ia 十 Basa 庆 01bo 宇 0)) ,并 说 明 P1=1. 


提示 : 利用 最 小 解 应 满足 前 进 方程 与 后 授 方程 ,并 注意 
pitt} = 0 0 ji. 





11. 设 有 QQ@= | 名 _ (6,d 之 0), 试 求 以 Q 为 Q- 矩 阵 的 
Q- 过 程 . 问 是 否 唯一 ? 

12. 设 8 一 {ER 是 Q= (gj) 的 有 @- 过 程 ,满足 前 进 方程 ; 
又 设 方 程 QY 一 民 有 有 界 解 , 试 证 明 ; 若 
YI 
Y, 


7Y 一 本 ,ot ys 1), 








Zl) 一 了 sme ” 9 


则 {Z 交 } 是 般 . 
提示 ，Pttiye-xy 一 芯 





13， 试 求 例 5 与 例 6 中 的 对 称 化 测度 . 

14、 设 PL) 与 8 分别 是 有 限 马 氏 链 的 转 称 阵 密度 阵 , 则 有 
detP() 守 0,0 为 蝇 的 特征 信 , 而 其 它 特征 值 的 实 部 为 负 . 

15, 设 











8 4 (a + B> 0), 
上 长 PC). 进而 证 明 存 在 使 其 个 已 知 的 
他 
1 一 已 
的 充 要 条 件 为 s 十 2>>1. 又 若 已 知 有 均匀 的 平稳 分 布 , 求 PC . 
16. 设 PG) 为 转移 阵 满足 (4. 1). 令 


OY A (NW) A 六 Pttyd: 
自 


] 一 
1 = Pb) (0 过 ce 让 雪 1 





那 末 有 有 

(1) POV 0. 

(2) MF OV1=1. 

C3) FO —PODF A TOV) =0. 

(4) A OVI (roo), 

(5) AKC 一 门 一 下 《co) ,其 中 吕 为 严 ( 区 的 久 - 和 矩阵. 

再 进一步 证 明 :Pt 满 足 Kolmogorov 后 退 方 程 的 充 要 条 件 
为 


多 00 一 忆 十 7 QA OV i ))s 


PG() 满 足 Kolmoxorov 前 进 方 程 的 充 要 条 件 为 


全 
站 Te i | ， 
fd) 一 PE TT > Oi 


PC6 是 最 小 过 程 的 充 要 条 件 是 %(i) 是 上 述 两 个 (无 穷 维 ) 线 性 方 
程 组 的 最 小 解 ( 迁 代 解 ). 
17. 证 明 驴 过 程 唯一 的 充 要 条 件 为 
(1 人 名 守 ; 
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02) (人 一 A)z 一 0， 对 Y iD0 只 有 零 解 ， 
0 1. 


提示 : 证 明 4 谊 ) 妈 ;(1 是 








3 人 A 
和 
的 办 代 解 , 即 景 小 非 负 拥 . 从 而 1 一 4> ) 愉 j;(D 是 
AN 公款 国 i 十 = 三 访 
| 2 本 | 在 和 保守 时 2 1 


0 二 zl 








的 最 大 解 ， 
18. 设 吧 保守 , 旦 嵌入 链 为 常 返 , 则 全 - 过 程 唯一 . 
提示 ;: 设 一 切 %>>0z 为 题 17 中 的 解 , 风 入 链 的 转移 阵 为 廊 , 证 明 


1 之 DP9 D5 这 ADP 全 
了 上 


19. 驴 - 抵 苗 为 如 下 形式 的 他 -这 程 称 为 单 边 生 灭 过 程 ， 
(一 
0 = 1 一 《加 十 1) A 


Ha 一 《四 十 1) 


(0,7 宇 0,7 宇 1), 利用 题 1? 证 明 
1 车 加 二 0, 则 17 题 中 的 前 十 1 个 方程 只 有 零 解 . 
2° 车: 一 0} 是 无 限 集 , 则 入- 过 程 唯一 . 
3° 若 fa: 坟 一 中 是 有 限 集 , 则 和- 过程 唯一 的 充 要 条 件 是 


了 (ao 十 Ba 十 … 十 名 十 十 和 am) 一 co， 
由 


其 中 
1 下 
一 计 ! 如 到 
4 纯 灭 过 程 必 叭 一 (三 0)，, 纯 生 过 程 (由 二 0) 唯 一 的 充 要 条 
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(Pa 次 np). 


i 





件 为 Y n 之 0 有 > 鞍 一 c. 
5° 上 生 天 过 程 当 ,mm>0Gz0>1) 且 满足 了 时 ， 











A 
提示 : 3" 的 充分 分 狂 :利用 1 及 17 题解 = 是 单调 增 列 , 设 其 第 -- 个 非 堆 
的 是 Tm ,证 明 


人 人 oo WE ND). 


呈 荆 是 
由 此 证 明 
了 > -一 De ， 
NN 十 1 
其 中 
1 人 性 一 NM: 
”ai a 


另 一 方面 ,出 z 油 足 的 方程 有 


Cpr] 一 Tn > Th 


这 与 人 4 一 oo 矛盾 ,除非 > 一 0， 
3* 的 必要 性 用 反 证 法 .这 时 必 有 


二 必 Db < ea 


构造 满足 17 题 中 方程 的 非 零 解 z 如 下 ， 
gy 0 


zd 二 
在 n>>m 十 1 村 用 该 方程 归纳 地 确定 z, ,其 中 
mW 二 an, 十 让 1 (ay 十 如 ay_t1 十 … 十 Bb be ie). 


wot! 


20. 若 全 保守 ,gq; 二 4 汪 0,P 人 ?是 租 入 链 的 n 步 转移 , 则 此 入 -过 
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程 为 
P(t) = Ds Ce 
2]1. 试 推广 习题 20 的 表达 式 至 gi MY 的 情形 (均匀 化 )， 


22. 设 
一 1 
上 一 | 1 
2 
N, 为 Poisson 过 程 ,与 {N,:t 宇 0} 独立 .求证 
六 ,全 让 一 DW 
为 马 氏 链 , 求 它 的 入 -矩阵 及 平稳 不 变 分 布 , 并 证 明 它 是 可 道 的 . 
23， 设 多, 为 纯 生 淮 马 氏 过 程 , 即 gi 二 入 ;9 二 一 如 ,证 期 
和 不 断 (P(XE<coyy ?>0) 王 1) 当 生 权 当 


DXA< 


24. 某 通讯 线路 失效 率 为 4, 即 正常 工作 时 间 为 参数 A 的 指数 
分 布 . 失效 后 立刻 修理 ,修复 时 间 为 参数 y 的 指数 分 布 .求证 上 时 


刻 失效 线路 数目 N,( 取 值 0 或 1) 具 Q 矩阵 :@-| “ | 
求 N 的 转移 阵 及 不 变 分 布 . 





S| 二 


—p 
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第 五 章 ”Brown 运动 


Brown 运动 作为 物理 现象 ,首先 由 英国 生物 学 家 Brown 于 
1827 年 观察 兹 粉 微粒 在 省 面 上 的 “无 规则 运动 ?而 提出 . Einstein 
对 这 种 “无 规则 运动 ” 作 了 物理 分 析 ,并 首次 提出 了 Brown 运动 的 
数学 简 型 ,这 正 是 在 第 一 章 里 我 们 简单 介绍 过 的 Brown 运动 的 概 
率 模型 . 这 个 模型 给 出 了 Brown 运动 应 遵从 的 概率 分 布 . Wiener， 
Levy 等 人 进一步 研究 了 Brown 运动 的 轨道 性 质 . 这 些 性 质 异 常 
深刻 而 奇特 (例如 ,Brown 运动 裕 儿 乎 所 有 的 轨道 都 是 处 处 连续 
而 处 处 不 可 微 的 ), 与 以 前 分 析 学 中 常 殉 的 光滑 函数 逻 然 不 同 . 
Wiener 提出 了 在 Brown 运动 轨道 空间 上 定义 测度 与 积分 ,只 而 
形成 了 Wiener 空间 的 概念 . 此 后 对 Brown 运动 及 其 江 函 的 研究 
深入 发 展 , 又 逐渐 渗透 到 概率 论 及 数学 分 析 的 各 个 领域 中 去 ,成 为 
现代 概率 论 的 重要 基础 . 

我 们 从 第 一 章 已 经 知道 ,Brown 运动 是 一 个 具有 连续 时 间 参 
数 和 连续 状态 空间 的 随机 过 程 . 事实 上 , 它 是 这 样 的 随机 过 程 中 最 
简单 .最 重要 的 特例 . 许多 不 同类 型 的 重要 随机 过 程 都 可 以 看 作 它 
的 泛 函 或 某 种 意义 下 的 推广 . 然而 它 又 是 迄今 我 们 研究 得 最 密 , 了 
解 得 最 清楚 ,性 质 最 丰富 的 随机 过 程 之 一 . 因此 ,认识 并 熟悉 
Brown 运动 的 性 质 可 以 给 其 它 较 一 般 的 随机 过 程 的 研究 提供 必 
要 的 感性 认识 与 启迪 . 从 应 用 角度 看 ,由 于 髓 然 科学 .工程 技术 .经 
济 管理 等 广泛 的 领域 中 都 有 “噪声 "与 涨 落 现象 存在 ,它们 往往 涉 
及 Brown 运动 ,也 就 需要 Brown 运动 的 理论 ;又 由 于 Brown 运动 
与 热传导 方程 有 密切 的 联系 ,使 它 成 为 概率 论 与 分 析 联 系 的 重要 
纽带 ; 它 还 被 用 以 作为 概率 论 和 数学 其 它 分 去 研究 的 重要 工具 , 例 
如 六 十 年 代 中 以 来 发 展 起 来 的 以 Brown 运动 研究 极限 定理 的 方 

16 生 








法 5 即 所 谓 Skorohod 人 移入 与 Strassen 律 等 ?与 以 Brown 运动 及 多 
指标 Brown 运动 研究 调和 分 析 ,…… .总 之 ,Brown 运动 的 理论 是 
重要 而 基本 的 . 对 Brown 运动 的 研究 至 今 仍 在 继续 ,这 方面 的 研 
完成 果 十 分 丰富 ,我 们 在 这 里 只 能 涉及 基本 的 、 较 初等 的 部 分 . 


31 Brown 分 布 及 其 性 质 


1. Brown 分 布 


在 第 一 章 例 4 中 我 们 已 经 异 出 了 Brown 运动 是 满足 以 下 条 
件 的 随机 过 程 BA {BE R11， 
1) 8B, 一 B, 对 彼此 不 相交 的 区 条 (s;;#; 是 相 匡 独立 的 ，; 
2) B. 一 B; 订 从 正 态 分 布 Ni0,t 一 s)》 (st)， 
3》B.(w}) 对 t 连续. 
事实 上 ,1),2) 两 条 已 沁 定 了 B 的 分 布 ,3) 不 能 完全 由 BB 的 分 
布 决定 ,我 们 将 满足 1) ,2) 两 条 的 随机 过 程 的 分 布 称 为 Brown 分 
布 ， 
下 面 的 命题 给 出 了 Brown 分 布 的 一 个 等 价 定 义 , 在 不 少 场合 
下 ;这 个 定义 更 易 验 证 . 
命题 5.1 设 B 一 0,8 一 {B,;tER') 遵 从 Brown 分 布 当日 仅 
当 它 是 Gauss 系 , 而 且 
EB, = 0, 
EBB)=1+tAHs. 
证 明 必要 性 :显然 “8B 是 Brown 分 布 的 ”将 含 它 是 Gauss 
系 ,而 且 


‘5.1) 





EB, = E(B, — B,) = 0, 
EB,B,— 3E( B+ BB? — (B,— B,)?) 
了 ， 

一 广 人 十 3 一 信 一 < 一 上 六 了 
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充分 性 : 当 台 是 Gauss 系 , 而 (5, 1) 成 立 , 就 得 到 
ElB— B=0 
E(B— BI)?=—{t+s— 20A0= | os|; 
ElB, 一 BlB,— Bi)=i 5 二 = 0，, 
5 
可 见 ,B, 一 B, 遵从 正 态 分 布 N(0, 1 一 ;|) ,而且 由 于 Gauss 系 中 独 
立即 不 相关 ,再 一 B, ,Bs 一 BB 一 B 对 于 Wi < 大 9 乓 让 委 
ms< 订 都 相互 独立 . 
命题 5.2 若 B= 二 0,8 二 {(B.;:tER?'} 订 从 Brown 分布 , 刚 
]》 {1B,4: 一 BB.;tER”} 仍 遵从 Brown 分 布 (Yr 字 0); 


2) ( 访 Surerr } 仍 苯 从 Brown 分 布 (YA>0): 


3) {BLER }|tB} ,1 理解 为 0) 仍 遵从 Brown 分 布 ， 
4) (7 一 Brrosss<ssT ) 仍 遵从 Brown 分 布 (T 交 0)， 
证 明 ”由 命题 5, 1 及 如 下 各 等 式 , 命 题 各 结论 显然 成 立 : 


] | 1 
-2 一 El tB1 | 


= E{Br.,— Br}= 0, 
El Bi.— BI{(B,.— B.i 
二 十 下 A 十 一 TT 一 TT 二 ts 








E{B.,.— B.) 下 





E[ 方 名 广 8 4 — 4A) 一 上 As， 
E(tB1sB})} =— is[ I A FT|)=4; yt hs 


= (THAT NN TN TT +7T 
一 了 一 :5 YL 十 十 > 一 了 一 工人 s. | 
命题 5.3 令 多。 是 与 cl Bi 六 0) 相互 独立 的 o- 人 代数, 多 ,入 
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Jal Bsa) , 则 
1) 《多 是 灶 肛 时 一 刁 多 是 吉 ; 
2) {e332 是 著 ; 
3) {fe 吕 t3 放 ,gp } 是 蒜 ( 这 里 五 (7 十 这) 理解 为 Ef 十 iEg). 
证 明 1 是 显然 的 . 由 于 


El em |F.) 一 er Et e* BB,) | 多 ,| 


一 | ee 8.8,) | ， 





其 中 
re te 
2lt 5} 1 已 Bit—s 
EE[ ei 本 -区 -| "dr Hea "| 
(e Voit $) VR 一 人 
一 
可 见 
Ele™ i 7,) — et eb, 
因而 {e 和 3", 是 筑 . 
及 由 


E{ em de 加 = ettp( ess) | gg, 


; 18, LB, 。 2 
一 ei ‘pe Ea 5) 一 二 


可 见 人 er,) 也 是 蒜 . 上 

上 面 这 个 命题 中 给 出 了 三 个 与 Brown 运动 有 关 的 车 ,它们 在 
随机 分 析 的 研究 中 起 着 重要 作用 . 

法 :事实 上 ,z) 与 3) 都 分 别 是 { 耳 ) 亲 从 Brown 分 布 的 充 要 条 忻 . 


2，Brown 运动 的 马 氏 性 .转移 函数 与 半 疼 


由 于 Brown 运动 是 时 齐 的 独立 增 量 过 程 ,因而 它 也 是 时 齐 的 
马 氏 过 程 . 它 的 转移 函数 是 str,d4)( 即 定义 1,4 中 的 转移 概率 
族 的 时 齐 情形 :pPGtzy4) 双 Prit 二 4) 
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p{t,Bo,A}A E(1at Bi) | 多。 
E(1(B,— Bo + Bo) | .Fo) 

E{1a{ B,— Bo 十 工 ) | 多 1 《 因 Bo 后 .0) 
E(B Bo 1 


已 ”于 
I 十 z) 全 





之 








2 
-| J 
因而 转 称 密 度 明 数 
(ty) = en 
古人 fs 下) 一 am 。 


类 似 于 Q- 过 程 ,我 们 希望 得 到 类 似 于 Q- 矩 阵 那样 的 东西 ,以 
便 刻画 过 程 的 转移 函数 , 为 此 考虑 zt 他 2 








ap( ,xy)_ 1 | 1 
生 von 2 28° 
1 ¥p ] ¥p 





2 2 dr C5, 2) 


这 两 个 方程 对 应 于 已- 过 程 的 后 退 方 程 与 前 进 方 程 ， 
Po 2 = 2 9aprtt) 一 2 Pat) gn (5. 3) 


但 是 这 一 对 方程 肥 丁 完全 不 同 的 形式 为 了 使 两 者 统一 起 来 ,我 们 
引入 半 群 及 其 生成 元 的 概念 . 
设 有 时 齐 马 氏 过 程 和 = 人 3tET) ,以 (52, 号 ) 为 其 状态 空间 ， 
以 {Ptzs 计 为 转移 函数 , 令 
一 {F2 一 及 了 有 界 可 测 }, 7 = sup | yz)1， 


一 {x:(57,2) 上 的 有 限 符号 测度 }, x 一 |izldaz)， 
再 令 
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Ptzy = ECF)) 一 pes zdy)f 0), C5.4) 


{Pr 4) (A 一 Jacdx) plerr, A), (5. 5) 
特别 当 & 是 松 率 测度 ,以 它 为 初 分 布 , 则 Px pg 是 各 的 分 布 ; 即 
Pr aA) = E(t) = Plot (oa)E A). (5. 57 
容易 看 出 
(PSN A suplPf DN Guplf 6 Desrdy) 
suplf(y1 = Wf, 


Pf (Cx) = [pa 十 5 工 ;:dy)f 了 Cy) (用 第 20 页 TP. 3) 的 时 齐 情形) 
一 [pszsdz) ps2,9y) F097) 


= [plsasde)P fle) = (Pie P) fCz), 
即 

PrP oPs JP.|A sw |PAN EL 
者 f(r) 字 0, 显 然 PFCz) 世 0. 击 此 可 见 1PzET} 组 成 一 个 收缩 
《CP 雪 1) 正 半 群 .类似 地 ,也 可 以 看 出 {P?* }) 也 是 一 个 收缩 正 半 
大 ， 

当 工 二 27 ,我 们 立刻 得 到 
P= (Py: (1 EE 2+), 

即 P, 是 半 群 的 生成 元 . 但 是 , 当 了 = 中 时 ,类 伺 于 Q@- 过 程 中 考虑 
名- 第 阵 ,我 们 设法 找 出 无 穿 小 生成 元 . 为 简单 地 突出 思想 ,让 我 们 
考虑 有 限 状 态 Q- 过 程 , 这 时 


dPf Ci ， 
= Sof — DD pa gf) 
= > 加 (> gu) 
二 了 


二 DP * 02) (前 进 方程 ) 
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= 3 Sapo ft) = Dral PPA) 
了 中 i 


= ef。P,fQG》 (后 退 方程 )， 
其 中 








一 
OA Duaf tk) 一 lim >» Pa) — ru pcg), 
而 且 
Pf= 》 Se =e™/, C5. 6) 
wf = 全 计 (5. 7? 


这 里 -sr 就 称 为 无 穷 小 生成 元 ,wx 是 Q@ 的 算 子 表现 . 对 于 连续 状 
态 , 连续 时 间 参 数 的 马 氏 过 程 我 们 也 可 以 按 (5.7) 那 样 来 考虑 . 
《5.6) 式 只 宜 于 借鉴 ,在 一 般 情况 下 却 不 可 取 , 因 为 -wx 一般 地 不 
是 有 界 算 子 ,不 能 定义 它 的 指数 算 子 . 下 面 ,让 我 们 给 出 马 氏 过 程 
的 半 群 及 其 生成 元 . 
定义 1( 蕊 氏 这 程 的 半 群 及 其 生成 元 ) 设 £= 155rER 是 
天 《52, 太 ) 为 状态 空间 ;以 {p(tf,z1A) ;11ER' ,AESI 为 转移 函数 族 
的 时 齐 马 氏 过 程 . 令 
Pf(z) A EFE)) (Ff € B), (5.8) 
1P,} 作 为 将 澡 上 映 入 到 的 收缩 线性 算 子 半 群 称 为 上 为 半 群 . 又 令 


(A [f € wslim - 过 在 嘱 中 收 合 )， (5. 9) 
已 了 一 上 了 
二 








-全 lim (fF € F(a )), (5. 10) 


我 们 称 .x 是 1 了 ,1 的 无 窗 小 生成 元 . 令 
和 {fe 甸 ;lim IPf—f| = 0}, (5.11) 
称 索 , 为 ! 书 的 强 连 续 中 心 . 


注 : 帮 存在 ' 密 的 子 空间 在, 使 它 对 己 不 变 { YtER+) , 即 已 EC 一 区 ,也 可 
将 PP, 限制 在 信 中 ， 
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现在 让 我 们 来 考查 站 = {B.;rER }(Brown 运动 ) 的 半 群 及 
其 生成 元 . 考查 


一 


有 Pr = E(B = 5 





dy, 
Po 一 AcoD= | SA z+ Tze)dz — fr) 
区 


一 er 加 z| OO— /lx) | de 
本 人 十 viz)— /tx)) 
当 FEC,[ RR') 会 {f :Ri-*R'; 有 界 一 致 连续 }， 

[PA TL) | 





< 所 > =j zi 十 Viz)— /zt VTz) |dz. 
Ye>0, 存 在 20 全 得 | 一 94 | 过 8 时 ,永远 有 
[ff(y) | 地 
因而 , 当 |z 一 zs| < 时 


IPf( zx) 一 Pfizs) | 去 ed 


让 入 VI 
可 见 Pf 也 一 雍 连 续 . 于 外 3 4>0, 使 得 


本 Ea 
| Se 十 1)” 





于 是 当 0<e<| 全 ) ， lz|<4, 有 | AIz 二 vs] 一 了 lz) | 所, 进 
而 有 


2 


Pf 一 Ko 和 | + Vis) fd 
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<| +) 
eff = 
Dan 
这 样 就 得 到 Cuf R') 在 {P,} 的 强 连 续 中 心里 . 为 了 方便 起 见 ,我 们 
有 时 也 将 已 限制 在 C.(R') 上. 
现在 ,让 我 们 来 看 B 的 半 群 的 生成 元 . 由 于 


PI) -~ Ace fe flzt Vie) F620)) 
t 























’ VY 沟 
如 果 
fTECHR'I) 全 1:fEC,(R') ;让 一 臻 连续, 而 且 有 界 }， 
出 
a 
. e 7 IFCr) Mz dw Ee) 
-wf (ze) lim| | J Br 过 ?1d 之 
> 到 站 ' 1 lp 
一 lim| = ， > (Ff (xz 十 OV Ez (x)) dt Cx) 
一 序 户 (z) (由 于 六 一 致 过 续 , 上 式 收 化 对 一致 )， 
即 1 1 > "0, FE Hm), 
而 且 f= 


因此 ,CR 筷 Set. 找 出 多 (2 ) 是 技术 性 较 强 的 问题 ,一 般 
我 们 只 需 找 出 它 的 -一 个 子 集 , 使 之 在 吕 s 中 稠 即 可 . 这 里 Cst R') 在 
cx 品 | 中 是 竺 的 . 这 对 我 们 考虑 不 少 问 题 已 经 能 了 . 


3， Brown 桥 


从 Brown 运动 万 一 {BtER1}) ,Bo 二 0 出 发 , 令 
Xi 一 肪 十 十 二 (> 一 二 一 如 ， 《5.12) 
四 


172 


a 





ra = zx, XI) = yy YE€ 2), 

也 即 沿 任何 轨道 名 , 匀 (w) 都 经 过 (C0, 与 (&,y) 两 点 ( 见 下 图 ). 我 
们 称 { 关 YE {0,00 1) 为 Brown 桥 . 

下面 我 们 来 研究 Brown 桥 的 分 
布 . 显然 它 是 一 个 Gauss 奈 ,因而 我 
们 只 需 注 查 它 的 期 望 与 协 方差 . 事实 
上 ,容易 算出 

EEX” 一 文本 Cy 一 人， 





再 [ 全 一 pl) (XI pp) 
st 
一 Eo 心 如 上 

可 见 {1S 拉 让 不 再 是 时 齐 的 过 程 . 

命题 54 {XYWEE0,40]) 与 (X22tEL0stoj]) 共 有 相 
同 的 分 布 . 

证 明 由 于 Brown 桥 是 Gauss 系 , 所 以 机 证 明 本 命题 中 二 过 
程 同 分 布 ,只 要 证 明 它 们 共有 相同 的 期 望 与 协 方差 函 数 . 事实 上 














EX y+ 全 一 (ry) 一 文 十 - (yO— 7x) = EXT, 
并 
E[ Xi 一 £4) (XE, 一 





可 见 命 题 结论 正确 . | 
命题 5.5 Brown 桥 是 一 个 马 氏 过 程 ,但 非 时 齐 . 
证 明 由 于 Brown 桥 是 Gauss 的 , 令 


,A Ke: Hs 





173 


i 


于 是 ,由 命题 1 . 12; 就 得 到 :对 Sits 

















ts 
fAs——o m 
E(X |X)— EK) 入 一 5 区 一 所 二 入。 
E({ 时 , 放 ,) = 一 于 " 
可 
及 由 于 对 wrsss ;我们 有 
| wy 一 直人 四 ， 如 一 上 
Ee 
tt tto—s to tat yo 
tn to 一 全 Fy fo tn 
_ 上 一 
可 见 9 会 X7 一 | 十 各 二 (Xi 一 4%) | 与 FF 会 o (Xerics) 独 
和 


立 . 于 是 


= eA Ee ( 它 对 zl] 可 测 ) 
一 五 ( ea” | 天 7) .| 
命题 5.6 简单 地 将 久 2? 记 为 药 ; 则 对 Yn 字 1 肪 0<t<t 之 


to: 我 们 有 
PL 名 5 有 Ko 所 人 :oo 全 A Cw) 所 | 


= | dz dz | dz | dz 了 
机 4 4 A 


< Plo;B, 和 A 刁 A 日 





A 
三 zB 一 >| ， 




















{5.13) 
其 中 
~ {#0 = )? 1 Cy zw ] 
2 e 3 和， ee 全 和 已 中 司 
1 Mam Marti —t) Var(th ty) V2r(t— 
Ly) * 
已 2 
一 产 一 
~ 2nts 
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一 (六 ， sf 全 部 } 是 一 个 Brown 运动 . 
本 命题 说 明 Brown 桥 就 是 将 Brown 运动 分 别 在 1 一 0 时 固定 
在 之 ;而 将 :二 ts 的 值 固定 在 y 的 条 件 过 程 . 
证 明 ”由 于 
E( (XC— #4)B,) = al (B, 一 皇 Bj Bu| ~ = 2 0， 
{4 计 一 1.2, 以} 与 B, 独立 ,因而 
El ei AX, ) =E( eZ 五 =E( el a, = 】 |B.) 
=e Tul 0) ) (eum |B,). 
又 因为 左边 的 条 件 期 望 与 B; 的 取 值 无 关 ;个 妨 取 B, ==y 一 f+， 上 式 
就 成 为 
ep eT |B, —y— zx) 
一 E{e Puls ”) (B=y—z) 
一 E[ eT | 所 一 3 . 
上 式 中 {六 一 B, 十 x;tE Rt) 仍然 是 一 个 Brown 运动 ,一 xz, 轩 而 
上 式 为 
| fat | ei Fhidz) dz， 
可 见 {XX ，… ,XX } 的 联合 分 布 密 度 是 (2B,,…, 汉 , } 对 六 ,一 z 与 各 


二 y 的 条 件 分 布 密度 : 
pt Tl 4 全 3 "on 


本 Ee* ) 1 >) 
洁 5 和 4 加 广 所 -过 2 
VIN YE2mfE 一 已 ] “Yu (4 — 1} wzrft o 一 加)} 


= 3 


V mw 
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4， 高 维 Brown 运动 


定义 5.2(d- 维 Brown 运动 ) 8B 一 {BtERt }) 称 为 一 个 2- 维 
Brown 运动 ,如 果 

1) B='B,B,,B) ER, 

2) {BL ER )},…, {Bi;tER+} 是 4 个 相互 独立 的 一 维 
Brown 运动 . 

以 后 我 们 将 4- 维 Brown 运动 写 为 BM. 

命题 57 8B8 二 {8B8.;:ER+} 蚌 BM“, 当 且 仅 当 以 下 诸 条 件 
满足 ， 

1》 { 呈 ,一 召 ,} 对 征 此 不 相交 的 区 间 (s] 都 相互 独立 ( 即 独 
立 增 量 )， 

2) B, 一 B, 亲 从 正 态 分 布 N(O0, 人 G2 一 sy) 让), 其 中 0 是 元 零 向 
量 , 了 了 是” 阶 单位 定 阵 ; 

3) [Ba) } 对 固定 wo 是 :在 六 中 到 值 的 连续 函数 . 

证 明 与 一 维 相 应 的 命题 类 似 , 留 给 读者 去 验证 , | 

命题 5.8 将 命题 5. 1 中 条 件 (5.1) 改 为 








EliB.)= 0, 《5. | 本) 
E(BIB.) = tt A so, 
则 该 命题 对 BAM" 亦 成 立 . 
证 明 由 于 
[五 ( BLB!) 0 
E( BTB,) = … 
0 E( BB’) 





容易 导出 所 需 结 论 .1 
命题 5.9 命题 5.2 中 请 结论 对 BiM" 仍 成 立 . 
证 明 留 给 读者 . 
命 所 .10 设 B 一 {BtERt} 是 BM/;Bo 一 0,T 是 一 个 4 阶 正 
交 算 阵 , 则 {BDitE RT}) 仍 是 BM 
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证 明 因 
E({BI}IBT}) SS TITE(BIB T= GA sy, 
则 由 {BT;tE Rt+} 仍 为 Gauss 系 , 应 用 命题 5.7 即 可 得 . 直 
对 多 维 Brown 送 动 , 仍 可 考虑 其 半 群 : 
Pf = [pe TF ydy, 





其 中 
y= (hy) dy = dy dysdy,, 


pltsx,y) 一 下 
不 难 证 明 对 了 EC 开 ) : Re 一 R', 二 阶 导数 一 臻 连续 ,有 


+ PF—f 34 
lim —— -上 证 忆 于 


[| 








$ 2 ”Brown 运动 的 存在 性 及 其 轨道 性 质 


在 8$5. 1 中 我 们 讨论 了 遵从 Brown 分 布 的 过 程 , 但 是 作为 
Brown 运动 (以 后 简称 BM) 还 要 求 它 的 轨道 对 + 是 连续 的 . 我 们 
注意 到 并 非 任 何 分 布 的 随机 过 程 都 允许 它 有 连续 轨道 的 “版 本 ”. 
例如 Poisson 分 布 的 随机 过 程 ,轨道 只 在 {0,1,2,… } 中 跳 蚂 地 迁 
移 , 和 轨道 不 可 能 连续 . 读者 也 许 会 想 : 造 成 不 连续 轨道 的 原因 是 状 
态 空间 离散 ,如 果 我 们 考虑 连续 的 状态 空间 ,就 可 能 使 过 程 溢 轨道 
连续 了 , 这 是 不 对 的 . 下面 的 例子 说 明 对 某 些 分 布 的 马 氏 过 程 ( 状 
态 空 间 连 续 ), 它 不 可 能 有 轨道 连续 的 版 本 . 

例 1CCauchy 过 程 ) 设 C= {CtERT } 是 以 (RR 1 为 状 
态 空间 的 独立 增 量 过 程 ,而 且 

fis 
PlwiC,— C,€ a) -| 元 


ts):+ x:) dx 
不 妨 设 Ce 一 0. 由 于 
Po (oo) 在 Le,p] 上 连续 ) 
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二 PCOwsC. Cw) 在 [4,5] 上 一 致 连续 ) 
<Pl lm lim N+ 加 ， | Core Co) 一 CE- 《co | ee)) 


zi 一 1 


本 (Cw) Cl (ey) | el) ) 





<limP( () (or | Cs 





























b—a 
. - 7 ， 2 PE 
-lm 加 Ea” =lim| ns Ba 
| 
er" — a) 
一 lim| 1 一 tea | 一 ee ™ D0) (eqy0). 
neo ! 


可 见 C. (Cw) 对 几乎 所 有 w, 在 任 一 开 区 间 中 都 有 不 连续 点 ,也 即 以 
概率 为 1 地 C. (@) 的 不 连续 点 在 [0, 十 cc) 上 稠密 ， 
田 一 方面 ,注意 到 ，; 当 Co=0 时 ， 
tC 研 C，( 意 思 是 “三 ”左右 二 随机 变量 同 分 布 》， 








与 
tdy 
Pl|Cr ~ C,| 守 €) 4 (下 十 yn 
2 T ji 
2 ‘iB ro 





可 兄 C. 在 依 氢 率 收 伍 意 义 下 连续 
然而 , 裕 胃 道 的 连续 性 又 不 是 完全 由 分 布 决 定 的 .下面 让 我 们 
举例 来 说 明 这 一 点 . 
例 2 假设 我 们 已 经 得 到 一 个 2 , 即 它 遵从 Brown 分 布 ， 
而 有 又 轨道 连续 .将 它 记 为 B= {B51E R* ). 令 
tw) 一 min{ti| Blw) |= 1}. 


容易 看 出 
Plrte) = DERPtw, |B())| = 1) = 0, 
再 令 
ea) = 1 及 4， 更 二 天 TCD 
0， 当 上 一 Fo7， 
那么 显然 
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和 (oo) — 0F1= limBlw) — limé(%), 
期 &, (在 rt 间断 , 榴 而 在 集合 {fw:r(w}) 去 1} 上 

tw 一 Bw) sé) = Bw) 《ae )， 
是 见 和 CERTI 与 (BCw);tER+}) 的 -… 切 有 限 维 联合 分 布 都 
相等 ,因而 它们 局 分 布 . 这 样 就 给 出 了 两 个 具有 相同 的 分 布 的 随机 
过 程 ,其 … 沿 轨道 连续 ,而 另 一 则 不 然 . 

定理 5. 11 Brown 运动 存在 ， 

本 定理 意思 是 :可 以 构造 一 个 概率 空间 (2, 多 ,P) 及 其 上 的 
随机 过 程 {8B,3tER?) ,使 得 它 遵 从 Brown 分 布 ,而 且 对 固定 的 w， 
有 (om 是 对 上 的 连续 函数 . 一 般 来 说 ,Kotmogorov 相 容 定理 只 能 构 
造 一 个 随机 过 程 苯 从 要 求 的 分 布 ,但 并 不 能 保证 它 的 轨道 几乎 处 
处 连续 , 本 定理 的 证 明 将 当 入 $6.3 中 ,与 具有 连续 轨道 的 马 氏 过 
程 的 构造 统一 处 理 . 

定理 5.12 对 BM"; {1B,;tER+} 的 几乎 所 有 轨道 w, B. (w) 
都 是 处 处 连续 ,处 处 不 可 微 的 . 

证 明 由 于 {Btw@0) 一 B.C0) ;tzE Rt+} 仍 然 是 Ba ,所 以 我 们 
只 需 考 虚 时 间 区 间 耳 二 [0,1] 的 情形 .又 由 于 BM’ 的 各 分 量 独 立 ， 
我 们 不 妨 只 考虑 < 一 1， 

若 B. Cw) 定 s 可 微 ,; 出 3 >0 与 整数 7 位 1 使 得 当 |; 一 | < 








有 
| B,(w) 一 B,Cw) | < 一 :|， 
i 
一 一 一 
i t+1 1 二 2 i 二 3 i 
5S n i 二 [2 
一 -一 一 一 


3 
Rn 
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则 当 之 入 , 今 二 [ny] 十 1 过 #; 对 j 一 i 十 1si 十 2 十 8 都 应 有 
Bi 一 Bi | [Bi 一 B|+ |B.— Bal| 

















所 引 广 +. 
< + l= C5.14) 
nn 更 n 


再 令 
A 全 {wm: 对 [i(5. 14) 对 j= -1 十 1 十 2 十 3 成立) 


于 是 A 不 (当日 因为 可 取 6 二 
会 (w 当 5s € [0,1j, 使 B, Cw) 在 s 可 微 ) 


Un Ua. 


tl tam in 


mE:1 














142 | C14)" 
< 一 加 ls -| 
" | 《 3 ? ( 当 2 


可 见 
PC < lim limP{ U4 一 0. 
推论 Brown 运动 沽 几乎 所 有 航道 站 在 任何 有 限 区 间 上 不 有 
限 变 差 ， 
证 明 ”由 于 有 限 变 差 函数 几乎 处 处 可 导 ,推论 显然 .| 
定理 5. 13( 平 方 变 差 ) 设 有 区 间 [s, 引 的 一 -个 分 割 
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> 


























令 
la max | 全 — #7?|, 
站 -本 一 ] 
则 当 |z 闸 |-0G> 十 co) 时 有 以 下 极限 式 在 元 (有 灾 ,P) 意 义 下 成 


SA Bo) — Bolo | ts G+ oo0). 
下 


又 车 2 fx 一 十 ee, 则 3 一 一 ss (a,e.). 特别 地 ,若是 不 断 











页 n 





二 分 的 一 列 分 割 ,显然 有 57s, = 2G 一 5) 过 十. 
证 明 由 于 加 
3 

和 号 中 各 项 相互 独立 ,均值 为 零 ,我 们 有 

3 


令 久 是 一 个 体内 N00,1) 的 随机 恋 证 , 则 上 式 变 为 
DECX 1) (2 te = E(K? 11): (2 一 二] 


到 


ECX — 1 2 (a ~ #8") 
+ 





= E(X:— 1 sj).l 
=0 (Iz on > 十 co)， 
又 当 2)j|< 二 时, 我 们 有 
DPloslsD — G2 DS 


Ee 











五 ( 成 3 一 113 人 一 s) 
< 二 世 3, 3 








zt 十 co (Ye 人 0 成 立 )， 
于 是 由 Borel-Cantelli 引 理 ,9 一 (a.e.). | 
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从 上 而 的 定理 已 可 看 到 当 :一 ; 很 小 B, 一 B, 应 大 致 有 VE 
的 数量 级 . 对 8, 一 B, 作 更 精确 的 估计 有 一 系列 有 趣 的 结果 ,其 中 
有 不 少 非常 不 同 于 直观 的 猜想 . 出 于 篇 幅 所 限 ,我 们 只 列举 这 方面 
的 一 些 结果 ,不 做 - 论证. 读者 可 以 参考 所 引文 献 ,以 了 解 ,学 习 
其 论证 . 

1) 对 任何 a> 亏 , 沿 几乎 所 有 胃 道 ,B,C(w) 无 处 ww 阶 Halder 
连续 ( 即 不 存在 to 与 3, 万 >0, 使 当 |: 一 :| <6 都 有 不 等 式 
18. 一 B,| 太太 | 一 s|* 成立). 

2) 对 固定 的 ,有 以 下 极限 式 
































到 Tam BC) 一 BCom) 1| 1 
Oo; 一 一 
4 v2 — sllog log — st * 
P| olim Btw 一 B,(w) 1 一 1， 
mr woh sllog logle — s]- 
| — Blt) 一 Blwm) 
;lm 1| 一 1， 
2 ~ 2tlog logt i 
。 B, Cer) 一 B,C(w) ' 
a ty lim -0 1 一 1 
| i™ 2tog logt 


《参见 [I.o] 或 [Fd)， 
3) 对 几乎 所 有 的 wm, Bi(w) 总 有 趋 于 无 穷 的 一 列 零 点 ,所 以 考 
虑 |B,, 一 B,| 的 阶 的 下 极限 就 没有 意思 了 ,但 是 我 们 可 有 以 下 有 
趣 的 结果 ， 
?| 本 [se sop 1B.) | 局 |- 1 
(Chung K.L., Trans. Amer. Math. Soc. 64(1948)205 一 233. 1 


4) Po tnax sca fanog .1 | 
EPO isl=h FA 


Oestel 
CP. Levy 于 1948 年 证 明了 上 式 中 改 为 im 的 情形 ,后 由 S. Orey 
与 ]. Taylor 于 1974 年 Proc. London Math. Soc. 28,174 一 192 中 
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指出 极限 的 存在 性 .> 
上 五 Hg) 一 —B, Ce? 
5) a sup lim /Dh oak 
(这 个 结果 表面 上 似乎 与 2) 中 结果 了 矛盾 ,但 出 于 对 不 同 的 #,2) 中 
的 零 测 度 例外 集 可 以 不 同 , 它 们 合 在 一 起 是 一 个 概率 为 1 的 集合 ， 
参见 4) 中 所 引 Orey 与 Taylor 的 文章 . ) 





| 一 上 














§ 3 Brown 运动 与 停 时 


1， 强 马 氏 性 与 再 生性 
定理 5.14 BM 是 {i 全 门 沁 ,} 的 强 马 氏 过 程 ; 即 对 任 
P| 
意 关 于 多 ,+ 的 停 对 = 及 有 界 可 测 函 数 /及 非 负 实数 t, 恒 有 
五 A{ Bsre) ] isc sn CU) | 多。 一 Fs lf B,) 1 oc #611} * 
其 中 
多 = AEN FINYt>O AN foolw) Et € Fi. 
证 时 ”由 于 本 定理 的 证 明 与 马 氏 过 程 的 强 马 氏 性 完全 相同 ， 
所 以 我 们 留 到 下 -一 章 去 作 . 1 
注 ; 由 于 多 己 胸 ,1 显然 也 是 { 多 ,的 强 马 氏 过 程 . 
推论 1 BM 对 { 有 多 +) 是 马 氏 过 程 . 
由 强 马 氏 性 可 以 得 到 许 雪 有 趣 的 结果 ,下 面 各 推论 给 出 了 许 
多 这 方面 的 例子 . 
推论 2(Blumenihal 0-1 律 若 4E.G ,A 门 F, 一 


[et Bus) , 则 PC4) 一 0 或 1. 
证 明 PCA)=E{1ate)) =E{llatw) |Bo=x) 
一 E(1a(w) | 多。 一 14K 四 一 0 或 1， 
由 于 P:(4) 非 随机 ,所 以 它 只 能 是 0 或 1. 上 
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推论 3 设 下 一 {18.1t 守 0} 是 BM'. 令 
4A+ 二 {w;3 8 >0, 使 得 BG0) 半 0 对 Y0<t<26 成 让 } ， 
A 二 {wi 80 使 得 Boy<D 对 YO<tc 成 江 }， 
4 一 faryYe0, Bo 在 (0,3) 中 有 零点 }， 
则 Pul A+)=P,( A TI =0, PelA)=1. 
证 明 ”由 于 对 Y5,. 40， 


4+ 一 全 U {wiB(w) > 0 对 Y¥Y0 达 ft < 人 成立 }， 
就 有 A!' 扎 入 oi. 又 由 于 
PA( AT) <limPolB,>0)= 记 < 

由 推论 2,Pol 4+) 一 0, 同 理 Po( A-) 一 0. 这 样 就 得 到 

PCAY=1— P(A)=1— P(A+}— P(A)=1.1 

推论 4( 居 代数 的 0-1 律 ) 设 8 二 {Bw#ERt}) 是 BM', 久 7 全 
(Bi 2zS 全 人 多 >( 尾 代数 )， 则 对 Y4E. 多 = 有 

P.(A} = 二 0 或 1] (人 VYzE 到)， 

证 明 先 设 Bo 一 0; 令 训 和 AtB1 ,Bo 一 0. 则 关公 {B52ER1} 是 

标准 Brown 运动 ,而 且 由 扶 修 正定 理 可 知 总 在 :一 0 右 连 续 ， 
=:= ?7 = 站 名 1 一 之,.， 


其 中 伐 ,=o( ;uss) .由 推论 3 立刻 得 到 
PotA) 一 0 或 1 {YAE FIT= 这). 
现在 ,我 们 取消 所 设 条 件 B60, 一 般 地 来 证 明 ; 对 YAE .多 % 
= 门 FrCzr, 存 在 /使 
lat%wm) 一 A B :局 
一 a Bo Bis ,Bi,"") 
OP) (1) 
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0 P(A) —E( 0 —E,l En (7) 一 ay 《5, 15) 


六 
vr “ 
由 于 1a (wy =f[ B :B, 9 不妨 设 请 Fn0, 于 是 PEO 从 而 五,(7) 
汪 0. 因此 (5. 15) 就 草 含 EF,(7) 一 0(a.e.). 和 全 





P(A) = EO = El Es (PD)— -Jy 一 


《5. 16) 
而 当 Pu(4? 一 1, 就 有 Pol 4A) 一 0, 由 (5.16) 就 得 到 
疡 (4 一 0, 即 PC4) 一 1 一 Pd 一 1 下 
下 面 的 定理 说 明了 一 个 Bi 如. 由 某 停 时 重新 开始 仍 得 一 个 
Sn ,这 叫 BIM* 的 强 再 生性 . 
定理 5.15 设 B 一 1B,,tERR'} 是 一 个 BMe ra)?< 十 co 是 对 


{ 多 的 停 时 , 则 首 一 {总 :ER'} (总 一 Brow4s 一 Becw) 仍 是 一 个 
Bid ,而且 它 与 多 , 独立 . 

证 明 疡 一 0, 而 且 对 任意 的 0 二 二 二 右 委 … 扫 二 二 十 oo ,由 定 
理 5. 14 ,我 们 有 


El eS | 多 -| 一 五 -| ca " ) | 一 Eo ( ea 


十 一 日 - 





一 E! el PBo) ] 一 El eS 1 。 

可 见 首 与 多 ; 独立 ,而 且 与 标准 Br 同 分 布 . 兰 罗 道 的 连续 性 是 
显然 的 . 

注 : 对 一 般 的 停 时 ,只 要 把 首 限 德 在 前 A {osr( 凤 9 二 十 co 上 上, 即 考 丈 对 
上 的 条 件 极 率 ,定理 5. 15 仍然 成 立 . 

推论 设 

rae) =inf{t>ayB(w) =—=0},Z(m) = {1;B.(w)=0}, 
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则 
也 (wirefa) 是 ZCw) 的 ( 右 ) 极限 点 ) 二 1. 


证 明 考 克 BGw) = Bi (0) 一 B,(w) 一 Bi (w), 则 


{1B 这 0} 是 BM1 ;而且 车,(w) 一 0. 由 定理 5,14 推论 3, 就 得 到 对 
手 那里 的 4 有 
PaiyS>030<i<es 合 首 (o) = 0)= P(A) 一 1 


人 是 ZCwm) 的 ( 右 ) 极限 点 } 

二 Ps(%; 对 YY8> 0 0<t<6 便 Briw(w) = 0) 

= PPAA)=1.1 

命题 5.16 Piw;(t;B,(w) 一 0} 是 完全 集 ) 一 1， 

证 明 一 个 集合 为 完全 集 奸 它 基 闭 集 ,而 且 每 个 点 玫 是 它 的 
极限 点 , 显然 全 ; 8,C%) 一 0} 是 一 个 闭 集 . 所 以 我 们 只 需 证 明 它 的 每 
一 点 都 是 它 的 极限 点 ,也 即 它 没有 扳 立 点 . 设 Brew ( 四 一 0, 若 不 存 
在 所 r(w) 使 得 1 不 rc 而且 B,Cw) 二 0; 那 么 一 定 窒 在 一 个 有 理 
数 r<r(o) ,使 得 

rtw) — inf{t > ryB (lw) = 0}A rT,(w). 





从 而 可 见 
{Bw) 二 0) 二 1 如 和 4 使 得 B,Cw) 二 0) 
U tt 二 TC);7 是 一 个 有 理 数 }. 
由 定理 5, 15 推论 ， 
(人 Ba) 一 0 的 每 一 点 都 是 它 的 极限 点 ) 一 1. 和 
推论 PartBikuy= 一 是 完全 集 } 一 1， 
证 明 ”考虑 BC) 一 zx;tE R*} 即 可 . 1] 


2. 反射 原理 


如 果 在 某 停 时 z* 后 ,将 一 个 BMM4" 的 各 分 量 对 B0 作 镜 象 反射 
而 得 一 个 新 过 程 ( 见 图 ) ,由 于 BM* 的 对 称 性 所 得 新 过 程 仍 是 一 个 
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BM* 运动 . 下面 这 个 定理 就 阐明 了 这 一 深刻 的 束 实 , 它 对 反射 
Brown 运动 等 重要 过 程 的 研究 是 很 关键 的 . 
定理 5.17( 反 射 原理 ) 设 B=1B.3tER'} 是 BM",r(w) 是 对 
{ 交 =o( Beiasst 的 停 时 . 令 
_ 百 fa) ， zt < Tm), 
Ste) -fe Blw), tr(w). 








则 
1) B= {BtER'} 是 BM"; 
27 【下 ,rr 与 (如 ,rr) 问 分 布 . 
Br 
0 T f 
证 明 容易 看 出 : 
DB, 十 B, 一 2B.n:+ 
五 ， | B, 一 21 已， Be}, 
即 





B= Ba (Bo Ba)= Bat Bliss 
B= Bn ~ (B,— Bn)= Bt (— Bi,) 1 40), 
C5.17) 
其 中 五 = (By 一 B.) 1zoy; 由 定理 5.15 后 面 的 注 可 知 互信 
{5,} 是 在 {ff 之 十 oo} 上 的 BIM* 日 与 B. :独立 . 
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《5. 17? 说 明 : 吾 与 下 分 别 是 ( {Bn) ,rT,B. ] 与 ( {Bt) ,Tr, 一世} 
相 癌 的 证 画 , 艾 由 于 如 与 一 下 同 分 布 , 又 都 与 ,独立 ,1 Bin) 及 工 
对 . 蕊 , 可 测 , 就 立刻 可 见 (B,r) 与 (六 ,7) 同 分 布 ,因而 妆 是 BM. 1 

定理 5.18 令 辣 : =maxB,{ $= {BtE Rt } 蚌 BM ,对 z 守 0， 
我 们 有 

1) Pol Bi 2 Br) =Pol B27r) (re), 

2) 当 友 二 0, Br 与 |B,| 同 分 布 . 

3) 令 开 一 inf {t 宇 0;B, 一 z} ,我 们 有 





2 
也 
Se 和 可 到 


Pol re St) 一 





1 
me 
Et, = co, PolT, < 二 00)= 1. 
证 明 首先 请 注意 ; 当 B, 一 0 时 ,我 们 有 
{wBr S22}= {wr Ei), 
1) 对 = 六 rr 
Po Br xB)= P(r Et,B, < z) 
一 Pofr 护 #B 之 x) (由 定理 5.17) 
= Polit2 一 再 < 一 Pl B, > 2z — 24), 
2) 在 1) 中 取 z= 二 x, 就 得 到 
Pl(Br 2,B, < z= P(B, > z). 
内 而 
Pi( Br >z)= PB 22,B,<z)+ PB, x) 
一 Po B, 完 2} 二 + PolB, 守 2) 
= 2P,( Bz) = Pol |B | 2). 
3) 人 ) = 2P,{ B, > zx) 


:六 e- 各 dz 二 [3 #| | = - 
上 /ont tu 7 2: da, 











因 市 
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Pr 所 十 co) 一 J2[ ed 一 1 
五 or- 一 六 A du 一 十 co, 1 
推论 1 (B.,Br ) 有 密度 
2(2z 一 ze 3 en. 
VE 
证 明 对 1) 微 商 立 得 . 人 
推论 2 lim = + (Ca. e. ). 
证 明 先 设 B= 二 0. 由 于 7, 而 且 
Pr t= 2Po( Bz) 7 0 {tz ce)， 
可 见 r. 一 十 ce (对 Po a e.) ,一 般 地 ,rs+( 当 = 六 Bo) ;而且 
Pr t= 2P(B Pz— rz) 0 (z+ 0 T). 
因此 一 十 0o0 (对 YP a.e.) ( 当 z 一 十 0). | 
推论 3 念头 ( 四 一 infft>o0,| Bw) | 之 z}; 则 


+ ~)=1. 





f(r,r} Oo 





Pl Wigs Cm) 


十 om 

证 明 令 到 Co) 一 inf {0; 一 B 这 2z), 则 rr《m) 一 十 5 
(Ca. e. ). 于是， 

ow) = rw) A Ti CW) 一 十 cc (a.e.). l 
推论 4 Pilw;r(0) 志 十 oo) 二 1 (YX,xE RR!). 
证 明 只 需 注 意 
了 了 wr lw) 二 co) 一 Pil wiTls_rl Cm) 过 十 ce) 

即 可 . 

推论 5 令 

二 sup{s:0 和 stB, = Br }, 

它 是 B. 在 [0,t] 中 末 离 最 大 值 的 时 刻 ( 不 是 停 时 ), 那 末 在 Ps。 下 ， 
(B,,B. , 丸 ) 有 密度 
189 





Cr 5) 一 zz -让 
Tr sy 
1"” 先 证 一 个 等 式 : 对 s< 
PB EE [zz 十 dz E[z 一 ?一 十 dy]， 
hs 三 了 , 且 ， 丘 Ex ,区 十 dz]i 


2 2 
EE 
s+ 上 一 





) icov ee orcs. 


证 明 


= PB E [zi 十 dz],BE [zz 一 ?一 3 十 dy 
maxB, eB Er rt dr) tt oldr). 

事实 上 , 左 问 ;但 是 另 一 方面 ,如 果 在 有 方 概率 式 中 ,用 maxb. 志 
se 代 棕 maxB.<cs, 那 未 就 比 左 方 要 大 . 令 * >0 便 得 等 式 , 

2” 用 1 及 马 氏 性 ,我 们 得 到 1 的 等 式 左 方 为 

PlB: EE [zz 十 dz], 呈 和 [zz 一 yy 一 3 十 dy] 

(Py(B RZ ELzrz 十 dr] 十 ofdzr)) 
一 也 [BEfezz 十 dc] 有 和 [一 2 一 了 十 do 


【五 五 Ry,B,, ELr +y 一 = 二 十 dz 十 3 一 < 
二 ocdr)i}. 


再 用 推论 1, 上 式 贡 于 (xz ,7) 有 密度 


下 十 可 > or 2 — 一 tr 2 
2{ 之 十 De | 2¢C2u {区 二 2)) ~ 经 后 于 
Dm 一 z 





EA 
二» i _e 
Tr s) 


妹 
_ rt 


2 
En ey 


zz 十 yy te ory? pl 
一 一 e a EE 一 2 站 » 
mvs (to s) 





其 中 





pA Ts gs A SE 
+ 二 T 证 = -人 


rE 
对 y 求 积分 , 便 得 到 Pi! B* E [=,z 十 dz] ,ss ;BELTz,z+dz]] 关 
于 (= ,x) 有 密度 





a ®| 竺 | (2x we a 一 全 一 
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2 
{二 Te # | 
巡 








其 中 全 是 NC0,1) 的 分 布 函数 . 最 后 把 上 式 对 * 求 微 商 就 得 到 
zzryzy5) 的 表达 式 . 1 
推论 6 在 P, 下 ,{ Br ,%) 有 密度 
— 二 ! Or 
RAR ] ,0, 
4 有 密度 
1 
Rs 《 芭 正 芝 律 ?. 
证 明 ”只 需 取 边 缘 密 度 . i 
例 3( 关 于 圾 的 停 时 定理 的 一 个 反例 ) 我 们 知道 : 
{Bi 一 tt 人 ER' 是 关于 {名 ,的 拷 , 其 中 1B.9tE Rt 是 标准 Bad" ， 
多 :一 上 Bu;wst) .但 是 ， {BE Fi } 不 是 堵 , 这 可 由 
E(B tr)—s Erm o0 
看 出 .事实 上 ,( Bi 一 tf, 多 ,] 不 是 闭 靳 ,所 以 停 时 定理 不 成 立 . 
3， 常 返 性 及 某 些 击 中 分 布 


在 这 段 中 我 们 讨论 BM* 的 常 运 性 及 一 些 有 起 的 击 中 分 布 . 本 
段 中 使 用 的 方法 ,主要 是 考查 与 BM" 有 关 的 蒜 , 并 运用 台 的 停 时 
定理 来 计算 出 所 要 的 结果 . 这 种 方法 具有 典 苯 性, 它 很 好 地 显示 了 
摇 论 的 作用 . 本 有 段 各 定理 命题 的 推演 是 款 论 应 用 的 很 好 的 实例 . 

命题 5. 19 设 召 是 一 个 标准 BM ， 

Tw) A inftt 守 0B= zz}, rh {rz € Rt!, 
则 zt 是 时 齐 独 立 增 量 过 程 ,而 且 
Ele 一 e TF* (00)， 


从 耐 可见,r 是 亏 阶 单 边 稳定 过 程 


注 : 单 边 稳定 过 程 措 取 非 隆 值 的 稳定 这 程 ,而 后 者 指 具有 性 质 & 芋 Ct& 
(YCt> 07 的 实 值 随机 过 程 
sa {Es 安 Rt }, 





191 


A a 本 


其 中 a 称 为 的 阶 ( 参 见 附录 工 ( 五 )). 
证 明 由 于 [es *} 是 非 负 蔷 , 由 定理 2.151 ,就 可 以 知道 
对 它 停 时 定理 对 有 界 停 时 成 立 . 于 是 {e,nr- 放 "pg R+) 是 著 ， 
对 于 4E 多 2 我们 有 (z 盖 ?7 一品 
Esl esl Pune en (A mA T= Eola. 
注意 豆 ss， 当 4>0 时 , 令 m>co ,用 有 界 收 伊 定理, 有 
Eolee (so 有 一 ET (vAEI)S?,,. 





出 典型 扩张 ,上 式 对 于 4E V Fn, 一 多 , 仍 成 立 , 所 以 
E[ er I | 多 | =1 (Vx y). 
即 
Ele 一 和 (sn | 多 ) = ea 


由 4 的 任意 性 , 可见 二 一 忆 与 多 -独立 ,从 而 得 到 [rzE 品 - } 是 时 
齐 独立 增 量 过 程 ,而 且 


即 
五 [ee 和] 一 e Te CAO0), re 三 Car 一 Ctr, {a= 1/2). 1 
命题 5.20 设 8=(BV,8?) 是 BM?, 叉 设 B= 二 0, 久 ,二 
of Buuset) , 令 
-AintltBo 一 ,总 = BY (0), 
则 一 16.3= 空 0 是 一 个 Cauchy 过 程 ( 见 本 章 例 1). 
证 明令 六 一 已 一石 多 会 罗 ， 注意 到 P( wi 所 十 oo) 
一 1 ,我 们 看 出 
Te 一 inf {ty BL? = yz}= inf{t> ro 一 十 
= inf{t 之 0;BA. 一 4 十 之 } 十 r, 
= inf{ft > 0B® =z}+ dAttr,, 
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而 县 


{17 (1 AD) RU 一 为 人 
BY 一 BY 一 BV: — BY = By, 


于 是 由 B59 与 多 ;各 云 的 相互 独立 性 我 们 得 到 
{et 1.) Efe* A -50 EA } 


_ Ele af p03 ; a) | 多 ) El oe) 一 ELE{ er [i.) | 


一 和 Elew” | 去 .一 | | 一 E(E( ebm ) | E( eH 


“=| A i dr (> 0) 
= E! eM) ] ， 
也 即 &., 一 上 二 与 多。 ,独立 ， 但 是 总 一 BE 多。 , (Yu y), 从 而 
{£220) ) 是 独立 增 量 过 程 ， 叉 遵 从 Cauchy 分 布 ， 它 就 是 Canchy 

过 程 . 1 

BM! 的 常 返 性 依 4 的 不 同 而 异 , 下 面 让 我 们 先 给 出 一 些 不 同 
的 常 运 性 及 有 关 概 念 的 定义 . 

考虑 以 Polish 空间 (231) 为 状态 室 闻 的 马 氏 过 程 全 
IER+), 它 具有 条 件 测 度 族 {P-;zE 57} ;其 中 了 ;表示 从 出 
发 的 条 件 下 ,的 条 件 测 度 ， 

定义 5.3( 点 常 运 性 ) 挟 称 为 点 沼 返 的 ,如 果 对 Yzr,yE2， 

P( we = yi.0,)= 1. 
定义 5,4( 极 集 ) 半 AEE， 
Plwétta) EANYi>O0)=1 (YYzx), 

则 称 4 是 二 的 极 集 . 

事实 上 ,对 可 数 状态 不 可 级 马 氏 过 程 , 常 返 就 是 点 常 返 ,下 面 
我 们 将 证 明 BM 也 是 点 常 返 的 ,但 BM"(4 汪 2) 非 点 常 运 . 这 是 因 
为 一 个 点 对 BM"(d 实 2) 是 极 集 , 因 市 对 BM"(4 尝 2) 就 需要 考虑 男 
一 种 常 返 性 . 
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定 关 5.5( 常 返 ) 称 上 是 常 返 的 ,如 果 对 2 的 任 一 开 子 集 G 
及 TE, 都 有 
P {wt EE Gi.0.}= 1. 
显然 点 常 返 必然 常 返 . 下 面 将 证 明 BM 是 点 常 返 的 ,然而 
BM (d 庆 2) 每 一 点 xE RR 都 是 极 集 ,因而 它 不 可 能 点 常 返 :但 是 
BM 常 返 ,而 BM“*(q 宇 3) 非 常 返 . 直观 地 讲 ， 这 是 因为 d 越 大 ， 空 
间 越 大 ,因而 就 越 难以 返回 了 . 
定理 5.21 BM BA{B.;tE Rt} 蚌 点 常 返 的 . 
证 明 令 
机 一 inf 仁 人 0 有 再 一 和) (ex Yy), 
"=inflt> osB,= y}, to =in{f{i»0,B, = y}, 
二 inftt> r=) (nF 2), 
=inf{(i>oB = y}) (Cn 2), 
由 定理 5.18， 
P(g tw) < 十 co) 





<— 
-| -去 一 ze 如 du 一 1 (车 zz 站 
vm 


若 ><<z, 考 虑 总 =z 一 及 ,Bo 一 z 当 且 仅 当 关 一 0;B, 一 > 当 生 仅 当 


首 一 > 一 =， 所 以 一 般 地 我 们 有 
Pl otw) < co) 








1 一 全 _. 
= a |® rie dz 一 1] (VYz¥ x). 
同 理 Pt rote) 二 oo) 一] (Ve y). 


胃 一 方面 ,由 于 {B+ 一 BB ) ,和 Bo.+: 一 Bo } 都 与 {1B 一 B,} 同 分 布 ， 
所 以 
Port 一 如 所 十 co) 一 Po < 二)=1 n> 1), 
Plt oo 去 十 co) 一 下 fa< 十 co) 一 1 (1). 
于 是 
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Pwrtw) < 十 co) 
一 忆 (oia(ol < oo0s7, — oy) < 00) 
= ElecemP{ rs — ow) < oF.)) 
一 民 -(1 -Pr 一 ooy + 0|B)) (8B, =z) 
一 E, lc+o Pl totw) < coj ) 
二 PL otw) < 十 ce 
= E{ lt, ,<+oE( 0 一 mi + | ,)) 
= El etmb( mo |B )) (B=») 
= Es leo, <+tePy( (YW) < 00) ] 
一 Pl rm) < co). 
出 归纳 法 得 到 
Pwrmto) < 拓 十 co] 一 1 (Yn 1). 
再 令 一 十 ,就 得 到 
Pt wyB.(w) 一 2 在 (0, 十 oo) 中 无 穷 次 ] 
= limP{ wrlw) < 二 co) 一 1 | 
注 : 对 于 时 齐 强 马 氏 过 程 , 有 限时 间 概 率 为 1 地 击 中 某 一 点 至 少 一 次 ,就 
保证 它 有 限时 间 概 率 为 1 地 击 中 该 点 无 穷 多 次 , 从 上 面 的 证 明 就 看 出 这 一 
点 . 
下 面 我 们 给 出 一 个 关于 BM* 有 趣 的 击 中 分 布 律 , 它 是 BM 
常 运 性 讨论 的 基础 . 为 此 ,我 们 先 证 明 一 个 联系 Brown 运动 与 (局 
部 ?调和 函数 的 命题 . 
命题 5. 22 设 P, 是 由 4 维 Brown 运动 B. 生成 的 半 群 , 它 的 
生成 元 为 -x , 则 我 们 有 
1° Pf Cx) — fr) = | Pe fz)ds (VE DN); 














2 对 于 YP.,f( BB 一 了 (Bo) 一 | .wf(B,) ds 是 关于 (3) 的 
磐 CV JE BA) FA GB, :si)); 
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3” 对 于 YIER 
M{ = 1(B)— f(B) —#| AFB) ds 


关于 (. 字 ?) 为 对 PP 著 (YfEC?) ,其 中 入 是 Laplace 算 子 . 
证 明 1” 由 生成 元 的 定义 ;对 FE 名 ty) 我 们 有 


dPA)| 

| = 
再 用 半 群 性 得 

dPf) 

dP poy. 
从 而 


Pf — Pf = | Pohds. 
2” 用 马 氏 性 质 ,我 们 有 
E[(f(B)— f(B)— [wf(Bdul | ?| 


= Es(f(B,,)— f(B)— | flB) da) 


= 已 .FUBJ) 一 天 号) 一 | Pewf B,) du. 


用 1 可 知 右 式 为 0. 
3” 由 于 C3CC? 中 全 体 紧 支 函 数 ) 握 CC 纺 (-er) 且 -|e 一 


去 全, 故 对 于 了 EC 利用 2 便 得 到 Mf 关于 ( 多 ?为 娄 . 对 于 一 般 


EG, 我 们 定义 g.ECi, 使 
gx) =1 《|zrl < 委 二 十 1)， 
令 记 二 fgn, 于 是 f.EC2 且 
=f, AAA (zl<n+1). 
再 令 
o, = inf{i: |B, | 1), 

”由 不, 故 存在 极限 ,如果 oC) 之 co, 则 由 BB 轨道 连续 推出 
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| 86m C2 |== 十 oo0; 即 B, 在 sto) 中 断 .可 见 om 二 十 吕 , 即 6 一 
co a. 6. Ps 于 是 由 定理 2. 15 再 
Mi = Ma, + (fl Bo) — FBo)) 
关于 {多 耻 为 对 , 在 EE( Mh | 多 :] 二 Mi 中 令 mco, 由 有 界 收 
伍 定 理 立 得 四 关于 ( 多 ?] 为 蒜 . | 
推论 车 gtx) 只 与 1x | 有 关 , 且 当 z 隆 0 时 g(x) 调和 
(入 gp 一 0]. 令 0<a<$， 
ro 一 | 吾 | 越 出 (ee 的 时 刻 ， 
那 末 对 于 Yz 满足 a 过 |zx|<5,9( Bi) 关 于 (有 到? 对 P, 是 款 ， 
证 明 首先 我 们 注意 
Plt,s < 00)= 1. 
事实 上 ,由 于 B. 为 d 维 Brown 运动 ,所 以 |BB|: 一 4. :关于 
[多 中 是 蒜 . 利用 定 2.15 (加 强 的 停 时 定理 ) 的 推论 ,我 们 有 
El{ |Bincsl’ — dle A rs))= |zxl:. 











于 是 用 单调 收敛 定理 
Erras= limEe(e A ta) = lim {BE,| Bc,)’ — jzl’) 
< < 


设 Kx) 一 7x; 则 了 了 EC?(x 关 0). 取 
a 
ro "< 2; 
DO, ”= DOr 2 25, 








2 2 
AH 了 ， 产 (26) = F268), F268) = "(25) ,7 C90) = (35) =0( 即 


且 使 FE C3, 满 足 P(0) 一 (60) 一 0,| 2 | 7 癌 | 2 


;是 限制 在 | 号,2t] 上 的 了 的 ci 扩张 (例如 可 用 高 阶 多 项 式 连 


结 ). 令 Kx) 一 了 (jx1), 那 末 由 命题 5. 22 定义 的 MP 关于 [(.F?) 是 
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a a 


蒜 , 从 而 MP ,一 Mi ,关于 [ 久 ?] 也 是 著 . 1 
命题 5.23 令 


galw) = inf{ft > 0;| Bm) | Ee (Cad)}, 
o, = inf {ft > 0; | B.C) | 宇 5}, 
tel 一 in 位 人 0i| 召 (oJ| 委 ca)， 


则 对 a<|r|<b, 
13 E,( owt)) te, Pl womtw) To) 一 1; 


其 中 








PCr) — Play 
2) Pl sda Cw) = Ta)) 一 PE 一 (ay) » 
四 
P,{ wg tem) 一 go,(w)} = 6) — pa) 
[|x| 二 1; 
证 == 
gx) 一 log 去]， d= 2; 
Ti > 


证 明 


从而 


1) 由 于 {|B|: 一 dt;t 守 0} 蚌 扶 , 所 以 由 停 时 定理 ， 
El |Binsmw | — dlgalw) At))= |z|’, 





Eg wm) = lim ELostwyY 大 了] 
i te 








一 村 lim[ 忆 。 Beta ?一 Ix|? | 
(bp |z|’). 
a 


2》 让 我 们 先 来 作 一 些 直 观 的 讨论 . 为 了 类 似 于 命题 5. 19 及 
命题 5. 20, 利 用 鞭 的 停 时 定理 ,最 方便 的 是 能 够 找到 一 个 在 挛 一 
0} 中 调和 画 数 gz 一 天天 (天 一 1z 门 :这 祥 pCz) 在 球面 |x| 二 
a: 心 圭 都 是 常数 ,而 且 KB) 是 一 个 蔷 , 那 末 如 能 用 停 时 定理 ,就 得 


到 
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El HB,,)}— gz), 
即 pla pi eb —p)—Hr), 
其 中 
已 Cao) | = a) = P(wso0(w) = 5,(w)), 





p= Pw; 
于 是 就 得 到 


p= Hx) 一 AD) 
Ha) 一 PHP)” 


1—p= Plow;Gn(w) = ol(w)). 
由 此 可 见 只 要 能 找到 合适 的 gx) ,并 能 确保 停 时 定理 正确 ,命题 
就 可 得 证 . 由 于 





PT) 一 Fir?) EE 
Aflr) = Pr) dr + fr) 2d, 
从 而 可 见 
Cr, A 一 1s 
P(x) -一 a r2) 一 togCr， 好 一 Ds 
1 
CA d > 3. 


特别 取 C=1( 当 4 一 1,d 之 3),C=T 宁 ( 当 4 一 2) 就 能 保证 px) 守 0 
(a 守 |z|5) ,这样 , 对 Bo 用 停 时 定理 再 仿照 定理 5. 19 的 办 法 
令 mn 一 co 命题 证 明 的 全 部 问题 都 解决 了 . 1 
定理 5. 24 对 BM"(d;2), 任 一 个 固定 点 y 是 极 集 , 即 
Plr, < 0)=0 对 Yz)， (5. 18) 
其 中 必 (w0) 二 inf (ft 这 01B.Cw) 二 y), 而 对 BM 任 一 固定 点 y 都 以 
概率 为 1 能 到 达 . 
证 明 由 定理 5.18 推论 3, 对 五 Mi ， 
PlTty < 所 十 ceo) 一 工 ， 
可 见 任 一 固定 点 y 都 不 是 极 集 . 对 BM Cdz 关 2)， 我 们 来 证 明 
《5. 18), 不 妨 设 其 中 % 一 0. 先 设 x 关 0. 让 我 们 沿用 命题 5.23 中 的 
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符号 ,并 令 


of 全 inf 位 全 人 | BY |> 8}) 性 一 1:2dD， 
于 是 由 % (minoN (w+ oa, e. jfB 一 oo0)( 见 定理 5.18 推 
论 3) 就 有 
P,l To (ey) < 所 十 oo0) 一 limP.t ts To (Cte) < Get cu) ) 


一 lim limP,{ wo (mw) < glw)} 








Fron rh 
In 之 
lim lim - 以 一 2 
| 上 
可 
1 1 1 
~z 十 一 
堪 一 凶 9—2 
lim lim 所 | zl’ J 
en 1 1 











[5 | + [el2 


若 z 一 0, 则 我 们 用 马 氏 性 得 到 
Poléet en < ol= Pl er < 00) 


= EoPa {To < co] 一 je: ro < oa) 


四 
e dz 





CE 
二 0 《因为 z 关 0 时 已 证 Pr < co) 一 0)， 
令 e 一 0 得 
Pol To < 00) = 0. | 
定理 5.25 BM 是 常 返 的 ,但 BM*C4d 之 3) 非 常 返 而 且 
Plw;|B (lw) | 一 十 co) 一 1. 


证 明 沿用 命题 5. 23 中 的 符 导 ,对 0<a<1zl<z, 由 定理 
5- 24 的 推理 可 知 





我 们 有 


P,{ wo tw) < co) 一 limP.,{ wd,(w) & gw)) 
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| 
人 








， 过 之 3 


可 见 当 dB23Pa32(o< 十 cc)<1:, 即 此 时 BM" 非常 返 . 
进而 我 们 还 可 得 到 
P,{ ws {Bl | 00) = PP.( (Av) = limP.( Aw), 
MN 


MN.r on 





Aw 二 {wi 了 有理数 &cwy《w) 一 十 co 使 得 | B66, C2) | 所 N}. 
及 由 于 PP(ow(0) 之 一 o01 二 1, 我 们 有 
PA{ Av) EP(w 对 Ym 1 (mw) > on Cw)) 
< limP.( wd i Cw) 之 org) 


一 lim P,{ Pa, eof Gn(%) < 十 co) ) 


moo 


一 im[ 立 | 一 0. 
中 -ec TH 
好 Plw; |B(w) | -十 eol 一 1. 


另 -- 方 面 , 对 dc 一 2 由 定理 5. 18 推论 2 又 得 到 
Ps) < 00) 这 Pi(w31 拒 2, 使 | 有 2 Cw) | 在 有 限 q 间 所 ac] 
一 1 (xz!|> lal). 
”类 似 于 定理 5. 21, 就 可 得 到 对 9 虹 圆 5S(0,0) 人 {xE RR; |x|?<<a?)， 
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PlwB(lw) E SO0,a}, i.o.}= 1, 
因而 
P,[ w; B,Cw) 拓 Sl Tora) 3 i, 0, } 
一 Pl wy B, (wm) Tp StO,a) ,i, o,) 一 1 


于 是 ,对 Y 开 和 集 G, 它 总 含有 一 个 小 球 , 设 其 中 心 为 xo, 用 各 会 已 一 
zo 代替 及 上 面 的 推理 ,我 们 有 
P{wB(lw) EG, i.o.)=1. 

从 而 得 到 BM: 是 常 返 的 . 

注 :a 维 Brown 运动 有 许多 有 趣 的 性 质 , 如 :以 下 集合 的 概率 均 为 1， 

《1 对 Ya Ba) 有 co 个 m 重 点 (ds2)， 

《2) 吾 .(oo 无 三 重点 (dg 一 3)1 

53) 昌 fe 有 ce 个 二 重点 ( 扫 3) 

Cd) 旦 .fo 无 二 重点 (Cd4)， 





习题 


1]， {B83t€E R11 遵从 1 维 Brown 分 布 , 当 且 仅 当 
te 有 
是 专 . 
2. 设 !(BtER+} 是 1 维 Brown 运动 , 令 
r= |B|, M,—ri— i, Fo Bys Ct). 
求证 ; (2M,,.7,} 是 奢 ; {re 多,} 是 马 氏 这 程 ,其 转移 密度 是 





= , /2h x 
Pyxry) 一 | cn 二， 
而 且 
Er,— a 2, Etr,— Er): = [1 一 人 
元 


3. 设 B={ BY ,BI Ci » B® ) 是 z- 维 Brown 运动 , 令 
2D2 


m= BD) + -+ (BB"), Mn id, 
,olByu Rt), 
称 {7.) 为 {8B.} 的 向 径 过 程 . 试 证 明 ; 1 对 多 ) 是 靳 ;4r,, 包 ,) 是 马 
氏 过 程 , 具 有 转移 密度 


P(t} y) 一 ze 症 | Cryy Eg. 1 


其 中 7 。) 是 汪 阶 Bessel 函数 ， 
4. 在 上 题 中 令 : 
TC) 一 inf {tyr(w) r}， 


试 利用 蔷 的 停 时 定理 证 明 : El Tt(w)) 一 一 
提示 :性 庶 {7 一 1d 及 {in 一 性 Td }， 
5 设 1{B8,1tER*} 是 BM, 令 
resfe = infti: BE Cae)} ta < b), 














试 利用 软 的 停 时 定理 证 明 : 
一 [a| 
P(B., 人 一 | 十 |e | 
| 
| 


Elr.) = lalle:. 
6， 试 证 明 Brown 返 动 的 平移 {8B, 十 pt;tER!) 仍 是 一 个 高 斯 
马 氏 过 程 ,并 求 出 其 转移 密度 . 
7， 试 证 明 BM 的 转移 因数 





1 -kz 
户 Ct yy)》 一 a 加 
满足 偏 微 分 方程 
BB_ lo ee WB_1op 





EE EE 了 关 = 记 各 
8， 对 上 题 中 的 p Gic;3), 试 证 对 YAC，) 在 (一 oo ,十 0) 有 

界 一 致 连续 ,有 

203 





站 peizopyooay- fo 0 co 
对 任意 具有 二 阶 有 界 一 致 连续 导数 ,并 有 界 一 致 连续 的 函数 上 有 
二 | plesry) fy) 一 zzr73ydy 一 f°). 
9， 设 {BstER+)} 是 (0,9,P) 上 的 Brown 运动 . 令 
Wt) 一 | B.C)ds. 








试 证 明 : 
3 
EW, = 0; EW?— 4; 
和 
把 
Pw, € GlB, = #)=| esdy; 


E{ eww) 一 二 . 
10， 设 上 = 人 :iER'} 为 Poisson 过 程 , 试 证 明 上 随机 连续 ， 
而 且 均 方 连续 ,但 不 可 能 有 连续 轨道 . 
11， 斌 证 明 


Pf sup |B.(w) | PP 
Os 下 


sup | B.C) > | A 圭 ， 


v0 二 





其 中 1B,tE Rt) 是 (0,. 字 ,P} 上 的 Brown 运动 . 
a" 
12, 令 A 一 Bt 一 Bil,5, 一 2 心 , 试 证 明 : 
i 


1)》 E( Seri 1S) 一 去 (So 十 1 
2) E{S,| Snr) 一 Set 


提示 : 先 证 
E{ 31 十 ra | Bs 了 一 152，2 一 地 (A + 1}， 


EL A | A sl) 一 A 十 A 
13. 设 有 {2. 久 ,P} 上 的 两 个 随机 过 程 ， 
204 


hr 


X= KHER), Y= {YstER'} 
都 河 轴 道 连续 ,而 且 对 YiE [0,1j]， 
P(XR(CmY 一 Toy) 一 





试 证 明 + 





PIX(w) = Ym), 对 YitE [0,1])=1. 
14.， 试 证 明 任何 轨道 连续 的 随机 过 程 ,对 1 及 ,一 zl zy 和 1) } 
一 定 循序 可 测 . 
15. 设 B. 是 BM', 令 TW) 二 {E0010;Btw) 一 0), 斌 证明 
对 YuE RD, To 是 闭 集 ,并 有 具有 Lebesgue 零 测度 . 
16， 利用 Brown 运动 的 重 对 数 律 : 
lm 3 = 1, lim 2 - 
eo v2tlog logt™! Ho atlog logt 
证 明 : 上 题 中 了 (om 一定 是 一 -个 无 穷 集 ， 并 且 是 一 个 完全 集 ( 没 有 
扳 立 点 )， 
提示 : 令 ar 一 inf ti 司 ==0s220) 和 兰 虑 { 怕 一 也. 全 亚 + 
17， 斌 证明 : 
PolwyB.(w) 在 (十 ;1) 中 至 少 有 一 个 零点 }) 


让 
一 Etg ! 一 全 cos -i 
| 


提示 :所 求 概率 Eof Pol wiril (ws 一 和 | a 
18， 考 虑 方程 
(7 = g(t), Oi<1! 
(0) = 10) = 
证 明 对 Wg ECL0,1] 上 面 的 方程 有 解 ; 并 且 它 可 表 为 
Fa 一 一 [avecyds, 
其 中 了 Qs) 是 Brown 桥 /'X?" 一 上 B 一 1B1} 的 协 方差 函数 . 
19. 记 
S= {ff EC ,sup|(1 + |z| /Hz) | co} 
EE 
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站 mm ， ， 
0, 如 果 sup | (1 十 | 六 站 本 PKz)| 一 0(erco) ,求证 对 于 Ba 
rER! 


的 半 群 算 子 P 有 ， 
A > 0— P,f. 0 (¥ 7) 
(对 于 五 af 也 有 类 似 结 论 ). 
20. 设 BM 满足 Ba=0, 求 证 已 ! sup 18. | 之 11 衬 e ,其 中 尺 
是 


| 和 = Ax. 
a 二 170 
的 第 一 个 特征 值 . 
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第 六 章 马 氏 过 程 


在 第 三 至 五 章 中 ,我 们 分 别 研 究 了 可 数 状态 的 马 氏 过 程 与 一 
种 特殊 的 以 严 为 状态 空间 的 乌 氏 过 程 一 一 Brewn 运动 ,我 们 对 马 
氏 过 程 已 经 有 一 些 具体 的 了 解 . 本 章 我 们 将 对 马 氏 过 程 进行 一 般 
的 研究 :讨论 它 的 半 群 与 无 穷 小 生成 元 . 强 马 氏 性 ,以 及 轨道 性 质 
等 问题 . 作为 应 用 ,在 下 章 ,我们 再 简单 介绍 一 下 近年 来 发 展 很 快 ， 
受到 普 届 重视 的 几 个 有 关 问 题 :无 穷 粒 子 系统 的 统计 模型 ,点 过 程 
与 随机 测度 . 











$1 马 氏 过 程 与 半 群 及 默 问 题 





在 $5.2 中 ,我 们 看 到 半 群 及 其 无 穷 小 生成 元 可 将 离散 状态 
空间 (如 马 氏 链 ) 与 连续 状态 空间 (如 BM 的 马 氏 社 程 作 统一 的 
刻画 ,使 我 们 更 能 把 握 住 马 氏 过 程 的 特征 . 本 节 中 ,我 们 给 出 一 般 
的 马 氏 过 程 尘 群 理论 . 

给 定 . -个 Polish 空间 (57,3) (一 个 Polish 空间 , 即 完全 可 分 
度量 空间 5xyx' EE 之 间 的 距离 为 p(x ,2 ), 以 及 由 5 的 全 体 
开 子 集 生 成 的 o- 代数 人 ). 设 车 二 信 ;t € RR'} 是 概率 空间 

(QF ,PP (0, 5) 
的 马 氏 过 程 , 具 有 正则 条 件 测 度 族 : 
PtirA) A EAS) GE =r) (YYsS1T 人 So,dG 卫 ). 

车 Psitizy 4) 一 忆 0 一 5 zE 2 4EE): 副 称 去 
时 章 ;并 将 P04 一 ;7 A) 记 为 P(t 一 5 ,AY， 


若 Pearyd4) 一 | ,# Gz ry)dy, 则 称 户 (5stizyy) 为 转移 
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密度 函数 . 特别 当 上 时 齐 时 转移 密度 国 数 记 为 p(t ,zy). 
1， 马 氏 过 程 对 应 的 半 群 


邻 (57) 人生 17F 是 (sz) 一 (R!, 名 1) 的 有 界 可 测 画 数 }， 
在 BC5) 上 定义 模 
| | = sup|f x)| (¥ FE BLS YY, 
下 商 让 我 们 来 定义 -- 族 . BCSs2) 一 有 SC) 的 算 子 已 
PFCz) 一 JP Gss3z1dy) 0%) 
= ELSIS, = 7X) 人 A Ef(G)) 《参见 § 4.2). 


命题 6. 1 算 子 族 {P,,;s 所 :} 具 有 以 下 性 质 ， 
1) 也 ,是 线性 算 子 ; 

2) 三 .是 压缩 算 子 :| 已 .| 过]1; 

3) 忆 ,: 是 正 算 子 ;对 Y f 宇 0, 有 已 .>03 

4 天, 一 1; 


5》 吴 ,.. 一 下 恒 同 算 子 )， 

6) 对 Y 5 所 ft 人 En 有 Ps 一 Pi * Pi 

证 明 1) 一 5) 是 显然 的 ,6) 可 由 转移 昭 数 的 Kolmogorov 方 
程 得 到 





Pf (x) = JP evusz,de) fe) 
一 eGssaszsdy Pe usy,de)f C2) 


一 [Ptrsdy) [Prusysde) fz) 
. 一 PAP Cr). | 
对 于 一 个 时 齐 马 氏 过 程 , 它 对 应 的 算 子 族 : 书 ,满足 
Pf (x) = Pesr3z,dy 7 6%) 一 |Peoe-sszsdm7co 


一 Pu Cry. 
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我 们 将 Pi 二 Po: 记 为 P,,, 于 是 {Pist 守 0} 是 一 个 Bt(5) ~ 
Bt 的 收缩 正 算 子 半 群 . 令 

BE = /EBV TP ft 0 时 }, 
称 B645 中 为 {Pi} 的 强 连 续 中 心 . 

命题 5.2 时 齐 马 氏 过 程 上 对 应 的 算 子 半 群 4P} 具 有 如 下 性 
质 : 

1) B,C5) 是 BC(57) 的 闭 子 空间 ; 

2) Y tO .PAB (SI TB TY; 

3) 对 /EBt50),P. /是 Rt 一 Bot57) 的 连续 映射; 

4) {可 以 限制 到 Bt5 人 的 闭 子 空间 Bet 外 中 成 为 一 个 单 
参数 , 强 连 续 , 收 缩 的 正 算 子 半 群 . 

证 明 1) 设 六 EBoC2 ,| 天 一 有 一 0 tn 一 00), 则 

| Pf fll 0 (0). 





于 是 
TPA— fi 二 PA 一 D+ 一 A 
|Pf— fl +2 A. 

Y >0,3 0 使 得 | 六 ,一 /到 广 , 于 是 

PF— fF 所 | PP 六 一 三 | ee (tt — 0), 
由 于 :任意 给 定 , Pf 一 了 一 0G 一 0). 

2) 对 Y 了 EBot50), 由 于 PP 是 收缩 的 ,对 Y¥ t 守 0， 
|PF—f/| 一 0 (一 0)， 








可 见 已 FE Bo032 
3) 设 i 了 7t; 那 么 ,对 YW FE Bte 有 
和 天 一 Pr 一 PC — A 
< | 站 一 子 | (oo), 
可 见 P. 了 是 R1- 一 Bo《57) 的 连续 映射 
4) 综合 命题 6. 1 与 本 命题 1) ~3}) 的 结果 就 得 到 1P,} 是 
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BC22) 一 BC2 的 强 连 续 收 缩 正 线性 算 子 半 群 . 
2. 无 穷 小 生成 元 


考查 
2 一 了 


lirn 一 全 


in ( 按 | 4 意义 下 收敛 ) 《6.1) 


并 在 上 面 家 限 存在 时 ,将 它 记 为 xf, 称 .x 为 无 穷 小 生成 元 或 简 
称 生成 元 . 这 也 就 是 说 ,由 {7P,} 接 (6,1) 定 义 一 个 算 子 .wr (可 能 无 
界 ), 并 令 


(ne 会 | 六 lim Pf 一 了 存在 ， 


称 有 (Ce 门 是 算 子 -x 的 定义 域 .显然 ,多 (Bo(5). 
命题 6.3 1) 妥 () 在 B59) 中 稠 ; 而 且 对 YY FE 20)， 
必 有 .EB ); 
2) PC 所 到 (er 
3) 对 Y JrE 有 (az ,Pf 对 i 可 微 ,而 且 
dPf 
dt 
证 明 1) 容易 看 出 | 广 | PfdsiY hER',fE B97) | 在 
BC22) 中 ,而 且 它 在 B65 中 秽 . 然而 


tm| 十 | 已 [pfds 一 | Paaj 一 (Per 一 A | 


一 Pwf = Pf (0). (6. 2) 


= tim[ | Pfas ~ [Pfas) — cP,f — /| 


=lim[t| (Pf 一 Pids ~ FCP. — ds | 


由 于 上 了 ,ff 一 站 对 + 连续， 
| 二 | PF 一 Pi)ds 








tf 二 出 
<i Pf /la (+t oh 0). 
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见 二 | Pd E HC) ,因而 人 2(wv) 在 Bs) 中 亦 秽 . 另 -一 方 
[0 
雷 . 当 FE Fg) CC BC) 时 ， 有 = (Pf EE Be) 而 
B,C) 是 闭 子 空间 ,所 以 
Hf = lm PF- DE BF), 





2) YEW) 0 ,出 于 | Pl 1, 
in 区 全 二 人 lim Pl oA: 一 二 |= = P, lim 过 pw). 
rt ; 


可 见 PAE 名 (Pf 二 了 Peaff; 而 是 对 Y 实数 s 
| Te 一 po 
“| 六 
< 


|s| 
十 上 Panam 一 Pe | 





Pe | 


< | 宇和 本 -| 十 | Pi rf Par f | 0 


〔【 当 一 0 可见 对 +>0， 
dPf _ 
出 
于 是 3) 与 2) 同 时 得 证 .| 
由 命题 我 们 立即 得 到 下 面 的 推论 ， 
推论 ” 设 罕 (scC5o02)( 强 连续 中 心 ), 则 过 (2) 门 
IO) 在 容 (2) 中 笛 , 其 中 这 (2) 是 党 (2 中 的 连续 函数 集 ， 
例 6.1 设 ' 腕 CCBC2 是 -个 闭 子 空间 ,oz 是 和沙 , 上 的 一 个 
有 界线 性 算 子 , 令 
PfAe” .fA > Ee f (ff € 声 )， 


则 414PJ 是 多， 二 的 算 子 半 群 ， 它 的 无 穷 小 生成 元 是 -2 
证 明 由 


一 Pa = .Ap Df 








| es (s+ La 
Pr = >) > 下 1 If 
南下 ” 
区 中 1 
了 1 中 一 
一 > 2 Rr i Ii 


一 Db i slif (=k nn) 


n=t {= 人 0 





= 5 | 5) |= PP 


ni ! 


~ 
Il 
号 


子 一 了 全 


又 因为 


lim 
titi 





l (ee — DY A/|<im DEL a 


#4 二 








一 limte ”一 ] 了 一 上 | Do 
可 见 iP,} 是 半 群 ,并 以 .ez 为 生成 元 . 
显然 ,一 般 说 来 , 当 .ex 是 无 界 算 子 时 ,上 面 这 种 半 群 与 生成 
元 的 关系 是 不 能 成 立 的 . 
在 讨论 生成 元 与 半 群 的 关系 时 ,下 面 的 预 解 算 子 起 了 很 重要 
的 作用 . 定义 
Rf 一 | CPPme-ad (¥ f € BCsoy)， (6. 3) 
| Pf 对 连续 ,显然 对 >0,(5.3) 右 问 有 定义 ;并 且 
lIRAl < | Prle ds lfled=— 
命题 6. 4 R, 有 以 下 性 质 : 
D 1 Ra 二 元 >0); 


2) 对 VE BS ,RE WA) 而且 
CA 一 IR = 
从 而 BalS) = Of 一 eA) DN); 
3) 车 了 € 和 入 (2) , 则 RAOU 一 .wf 二 了 ,从 而 
RBoCS) = Ze ). 




















加 
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证 明 1) 显然 ， 
2) 对 Y fFE BCE), 


CPR RD)— ORF— A | 
二 -| FleRf—e “| ”Pa 下 CR 一 n| 


(ex 一 1 一 让 ) RF 十 一 





过 es 一 大 十 Te 1 Pr 一 和 ds 


了 em 2 一 lgs| 7 一 5 (+40), 


可 见 RE Ce 而且 
eR) 一 ARFO— ff 乒 Bt ), 








于 是 
OAT— IRF=I (VE BN). 
3) 对 /Eta 有 


Ri f= [ exP arrdr 一 [ea 


= caP -上 (Pf) Sed 


一 一 了 十 AR 
即 RiT 一 -一 了 
在 大 部 分 应 用 问题 中 ,往往 是 先知 道 无 窃 小 生成 元 .x 在 某 
些 函 数 上 的 值 ,而 希望 由 此 决定 半 群 1P,} 与 过 程 的 转移 蚂 数 
{Plsxrdy)} ;例如 Brown 运动 ,在 它 的 早期 研究 中 ,物理 学 家 们 
从 对 称 性 与 空间 的 均匀 性 及 观察 结果 等 的 分 析 知 道 ( 见 第 一 章 ): 


对 于 具有 有 界 “ 致 加 续 .: 阶 导数 的 函数 Perf = 二 PKz). 现在 


看 问 , 由 此 能 否 确 定 Prz,dy)? 在 第 一 章 中 ,对 Brown 运动 这 个 
特殊 情况 ,我 们 导出 了 
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i on i et a 





1 _ el 
Ptyzrdy) = -一 一 e 到 dy, 
v2 


这 样 问题 就 解决 了 . 但 是 ,对 一 般 的 马 氏 过 程 ,问题 就 还 非 如 此 箱 
单 . … 般 地 ,要 想得到 {Pttszrydyy 的 显 式 表示 是 极端 困难 的 . 而 
理论 上 解决 这 个 问题 的 基本 思想 与 原则 可 由 下 面 著 名 的 定理 得 
到 ， 

定理 6. 5(TTilie-Yosida 定理 ) 设 玉 基 一 个 函数 的 Banach 窑 
间 ,.s 是 卢 上 以 扩 Vay ) 为 定义 域 的 线性 算 于 .x 可 以 是 EE 上 一 
个 强 连 续 , 收 缩 正六 群 {P.} 的 无 窃 小 生成 元 当 且 权 当 以 下 条 件 成 
立 ， 

17 艺 (e) 在 志 中 向 ; 

2》 对 Y Am>0,f 一 -ar 在 五 上 处 处 有 定义; 

3) 对 Y 24>0, CU 一 -m9)" :是 正 算 子 5( 即 它 将 非 负 范 教 映 为 非 
负 郴 效 ); 

4 -hl 

证 明 1 一 3) 的 必要 性 由 命题 6.4 可见, 4) 的 必要 性 是 由 于 
(4 一 -ez 1! 是 P, 的 Laplace 变换 . : 

充分 性 的 证 明 ; 基 本 思想 是 ; 当 .wr 有 界 , 今 己 一 ex 即 可 ; 对 
无 办 的 -2Y, 先 给 出 有 界 的 .ez 去 通 近 -xz ,并 进而 以 e”!* 台 近 P,. 

1) 令 

= A RR, 《其 中 民生 《4 一 a ) 1). 
首先 注意 到 对 Y >0， 
JR — wRg =—g (YegEE), 
ARif — Rw f= (VFE HN), 





Rg =— Rmg (Vg E Le)). 


tg 一 A Rg AARE ~ 8g) (VYV gE WEN)), 
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即 .se“ 是 有 有 界线 性 算 子 : 
hae SE Rel + Ailel E22Fel. 
另 -方面 ;从 
ARR,g= A RRE + Rg = Rw Re Rg 
= RpRE ~ 8) + Rg 一 PRARE TF CR — RE 
可 见 , 下 述 的 预 解 方程 式 成 立 ( 它 是 书 的 半 群 性 在 预 解 式 上 的 描 
述 ) ， 





及 .一 及 RR 





RaR 一 7 一 < 一 及 
一 上层 A 
此 外 ;对 了 E 约 (wr》， 
1aRA ~ fH = Rf < 计 |fl. 


而 且 对 je 已 ,可 取 户 E 包 (<) ,使 上 /一方 外 < 三 .于 是 


上 AR 一 了 过 aR Rf 
起 27 一 六 | 十 28 一 大 | 


S21 f+ 


一 和 十 二 fh | ， 


因此 ,对 Y se>0, 只 要 hr 一 一 一 | YA 下 六 下 ,就 有 


上 AR 一 了 过 < (CCVY E). 
也 就 是 
AR 一 了 如 一 十 co)， 

即 

a AR fr A oy fe Ve). 

2) 令 已 一 e 则 已 显然 是 忌 上 的 收缩 正 半 群 ,而 且 

上 一 ee ge est* = 1, 
如 能 证 明 
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Pf 一 PIF RE a o,f , 
就 立即 得 到 在 强 收 敏 并 六 下 对 上 局 部 一 致 地 有 
lim 产 (会 PD 存在 ,而 且 蚌 收缩 目 半 群 . 
这 … 舍 计 式 的 的 导 细 下 ， 二 于 .ez 一 .7 ez， 
Pf PIF) = evaf — ew,f 


Wl 
主 -- ] 
= | es 人 ee 
#=1 























Sn' max| Pr | | Pas, es — ct",f| | 
i 下 -二 了 " " | 
em Oe 一 eyou 
去 中 四 一 一) 
nH 
青 则 PA 了 |S IPA- PI + Pf 


容易 看 出 lim Pf 一 了 | 二 0, 即 {P,} 强 连续 . 

3) 对 fE er), 显然 

Pi -- 一 | Par fds, 

再 由 2)? 中 Pf->P,f 了 (Mwo) 有 
| Pe ff — Per 

|Pe fo— PiceF) 4 | Pls 一 Pi f | 

|Pwf— Poa) + wf ef 0 A 00), 
有 从 而 

Pf 一 全 CU- 1 = lim [Pipas = Perryds 

最 后 ,由 PP, 对 :的 连续 性 就 立即 得 到 


| 人 = A f= o | 

















lim 
edo 





在 定理 中 , 若 P,f 二 Pedro , 则 


Pl1 = [paszsdy) = 1. 





于 是 ,1 E 幼 (ua ,而且 Ri1 一 站 ad = 天 

从 上 面 的 定理 我 们 知道 ,我 们 可 以 通过 一 个 马 氏 过 程 的 半 群 
的 无 穷 小 生成 元 来 研究 过 程 .而 且 共 有 满足 下 面 的 这 些 条 件 的 线 
性 算 子 -x 才 可 能 是 马 氏 过 程 的 羊 群 钓 生成 元 :1 一 -和 在 2 
上 有 送 : 








R= A ei, 
R, 是 正 算 子 ，Ril 一 六 | 对 准 马 氏 过 程 ， 则 应 改 为 Rl < 六 | 
RI 么 到 ,而 且 
Rf = |f wdy), 
其 中 测度 Gitdy) 是 PGsx,dy) 的 拉 攻 变换 ， 
GA = | epPGse, hd. 


特别 当 GCA) 二 | gs)dy 时 , 称 {g(4,x,y)) 为 .ex( 或 半 群 
{P00) 的 -Green 因数 . 叉车 gO0yzyy) 之 十 品 , 则 称 之 为 Green 函 
数 . 

例 6.2 BM 的 4-Green 王 数 为 





™ 1 _ -7 2 1 
gt{Asx y= | er 一 所 dt ee YY817 一 |、 
0 v2 vA 
《6. 4) 


正如 我 们 研究 BIM* 的 半 群 及 其 生成 元 时 见 到 的 ,生成 元 .ez 
的 定 交 域 并 不 能 知道 . 然而 只 要 知道 .e 在 作 (_xv) 的 一 个 稠 集 上 
的 像 ，e 也 就 完全 确定 了 . 下 面 的 例子 说 明 怎 样 由 Hille-Yosida 
定理 构造 半 群 . 

例 6.3 设 算 子 .ez 满足 条 件 

CFT) TC BY) TC CCryro) 
(其 中 CGCrisrayCotrisry) 分 别 沁 (ryrs) 上 竖 支 集 2 次 可 微 酒 数 
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类 及 紧 支 集 连 续 晴 数 类 ) ,而 且 对 JE CRECr rz， 
2 0a 依 球 二). 6.5) 

叉 设 方程 4f 一 wf 一 0 具有 两 个 线性 独立 和 解 sw? ,ww3, 满 足 条 件 : 

1) 起 单调 , 非 负 , 有 界 ; 

2) 三 (十 ?一 直人 (rz 一 )》 一 0 
则 存在 强 连 续 收 缩 正 半 群 {PP,) ,以 Cytri,r2) 为 定义 域 , 以 ef 为 生 
成 元 ,而 且 这 时 -ez 的 4-Green 医 数 为 

Buitruty), rr yr 

gx,y) 一 {pac Yr 


其 中 8 为 某 一 与 x,y 无 关 的 常数 . 
证 明 1) 先 设 人 鲍 中 要 求 的 半 群 个 在 ,那么 由 于 它 强 连续 ， 


名 t-e) 就 一 定 在 半 群 的 定义 域 妃 中 稠 ;但 是 C4kror)CC 


<cet)) 也 在 CofCr rs) 中 稠 , 可 见 
Co sr TO rs CEC Co{rirrs), 
即 五 一 Cofri rs》， 
2) 为 证 明 闭 群 的 存在 性 ,只 要 验证 定理 6. 5(Hille-Yesida) 
药 条 件 满 足 即 可 , 注意 到 


F(T) 全 Pgsz, pf)dy (¥ FE Co risre)) 


一 al i of Cy)fty)dy 十 地 of uliCy)yf (ydy 





是 方程 
人 《6.6) 
PO) 一 人 (rr 汪 人 0 “ 
的 唯一 艇 (读者 可 由 常数 变易 法 得 到 或 直接 验证 
[LBC ws — weaudd = 0, wz) 一 exp| a de 


再 取 吕 使 得 frw (laiws 一 wo} 二 1 即 可 得 这 一 结论 ), 于 是 CU 一 
-图 )》 ! 在 Colrisrz》 上 的 存在 性 与 非 儿 性 都 成 立 了 ,余下 只 和 需 证 明 
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mn a bh 





| 6 一 -es 了 | 其实, 只 要 对 非 负 的 了 证明 这 一 点 
即 可 . 为 此 , 令 

pr) = CO, ell = maxglr) = Fx0), 
于 是 g(r 一 0,¢' (zr) 0 

T= | pl A zo) 
ACE — aap Cra) PF Ato) 
=aAlpl| =A Ao e717, 

即 上 2 一 -2292) 二 A ,利用 Hille-Yosida 定理 就 可 得 到 以 .x 为 
生成 元 的 半 群 {PP,}. 

得 到 了 半 群 {P,} 后 ,还 需 进一步 构造 准 蕊 氏 过 程 . 一 般 来 说 ， 
由 形式 生成 元 去 构造 准 马 氏 过 程 是 比较 复杂 的 ,下面 我 们 通过 两 
个 近乎 平庸 的 例子 (此 情况 可 彻底 解 凑 ?给 予 读者 一 点 感性 认识 ， 
并 由 此 指出 一 艇 地 解决 问题 的 关键 所 在 . 

例 6.4 作为 例 6,3 的 特例 ,; 设 CC0, 十 co) 所 于 (ez 由) 蕊 


CC0, 十 00) ,而且 fFE CHO, + 0)) ,由 -oz 是 以 


1 
wonr 


x,y € [0, 十 oo)] 


为 转移 密度 前 数 族 的 准 马 氏 过 程 的 生成 元 . 
证 明 到 





1 ， 


2 
[xt— 3] | 一 sm 


Ce 








和 


_ |] 





[peiz = 


zi 人) 人 ee HT, 
strt) 和 e+ 


5 
证 7 一 chiar 一 1， 


Prv (us 一 | 一 za(0)aa《0) = A 
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满足 例 3 要 求 , 于 是 
1 (eTY eHyye VT 


J 1 Ty 0; 





AT Y) Oo 
{e 加 ”Co— ee Hye -Ty 





Jy 宇 TIT0 
v2 : | 


1 (e -ly 一 | 所 —w21 :y+z|) 


v2A 


-太太 ( -3 


一 exp| — te de C6. 7) 








例 6.5 令 E={fECCOO Ho fto0)=0,f (0+)—0}, 
而 县 当 FE CSC0, 十 co ,ws/ 一 享 1", 则 以 互 为 定义 堪 , 以 ov 为 
生成 元 的 半 群 {P.} 对 应 的 马 氏 过 程 有 转移 密度 族 
|] 一 了 | [ly 十 |: 

-+ exp| _ 二 








[pbsz,y)= 


expb 





zy € [0, + ce) 上 
下 面 我 们 将 看 到 这 正 是 反射 Brown 运动 . 
证 明 与 例 6. 3 娄 似 , 当 例 6.3 中 必 的 边界 条 件 2) 改 为 ; 
WCO 十 )》 一 0, ta《 十 oc9) 二 D, 
则 
多 区 二 etsr, yf Vay 


一 | a CW fy) dy 十 «| 6) fc)dy 


fag 一 -p= 
PFO)I= 0 co) m0 
的 唯一 解 . 事实 上 , 令 
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ee 





tea (x) 一 er 


人 一 er 十 ee- 


即 往 足 上 述 条 侍 . 这 时 和 Green 晒 数 是 





1 一 wu 一 | 一 25 【3 十 了 )》 
gsy) 一 一 一 (e 1 十 ee }. 
“2A 
而 半 群 的 定义 域 为 五 ,于 是 
1 | 
(fs ?一 一 a |r, 所 10， 十 2 
p Ee Vomle 了 十 ee | > 


重 6.4 与 例 6.5 中 所 得 的 两 个 过 程 的 生成 元 在 Ci(0, 十 50) 
上 都 是 





LF 会 7 (Cf ECHD0, + 5)), 


膨 工 Cf 和 eo. 六 由 于 Cal0; 十 2 吕 ) 直 会 (0, 十 00) 的 最 小 子 空 
间 , 可 见 -o” 是 工 的 最 小 扩张 , 备 -ws 是 一 个 较 大 的 扩张 , 这 个 道 
理 和 同一 个 入- 抢 阵 决 定 的 名 -过 程 的 不 唯一 性 是 一 样 的 . 注意 到 
对 BM 初 达 0 的 时 刻 r 用 反射 原理 得 到 




















1 ti 


Plow ro 二 有 BE yi dy)) = -ie HF dy, 
wT t 4 J Di 时 


可 见 出 6.4 中 的 边界 茶 件 A(0)==0 意 昧 车 - 旦 过 程 到 达 0, 就 被 
截止 (所 以 它 是 最 小 解 ); 而 条件 / (01 二 0 意味 着 过 程 … 旦 到 过 0 
就 被 反射 回来 (和 参见 下 -` 节 例 ). 当然 我 们 还 可 以 给 出 多 种 多 样 的 
边界 条 件 , 而 得 到 工 的 不 同 扩张 作为 过 程 的 生成 元 . 
总 结 例 6.4, 例 6.5, 我 们 得 到 过 程 的 步骤 是 ， 
1》 对 给 定好 的 边界 条 件 , 求 出 预 解 算 子 ,并 设法 用 Hillic-Ye 
sida ee 般 情 况 下 ,不 能 给 出 人 7 一 2z) 一 的 显 式 表 
只 能 抽象 地 设法 证 明 Hilie-Yosida 定理 荣 件 满足 ,其 中 的 难 
ear -397 1 的 存在 性 及 其 模 的 估计 . 
2) - : 般 情 况 下 ,不 能 求 出 人 Grecn 范 数 ,而 上 只 能 由 半 群 设法 
证 明 转 移 函 数 存 在. 对 于 Cot9 人 或 L; 上 的 强 连 续 半 群 可 由 Riesz 
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表示 定理 设法 得 到 转 称 函数 ,但 是 这 样 得 到 的 转移 函数 ,除非 能 保 
证 它们 有 某 各 连续 性 ,否则 一 般 只 能 证 明 它 们 是 几乎 处 处 满足 
Kolmogorov 方程 的 ,但 这 还 达 不 到 己 氏 过 程 的 转移 函数 族 的 要 
求 . 此 外 ,在 某 些 情 训 下 这 一 步 是 很 难 实现 的 . 这 说 明了 由 强 收 笋 
意义 下 的 生成 元 去 找 过 程 这 一 方法 有 弱 点 .为 此 ,下 一 段 中 ,我 们 
考虑 马 氏 过 程 的 扶 回 题 与 弱 生 成 元 ， 


3， 团 问题 与 弱 生 成 元 


上 段 中 ,无穷小 生成 元 是 按 BL5) 中 的 强 收 全 定义 的 ,因而 它 
的 定 文 域 比较 小 ,而 且 较 难 确 定 . 特别 是 ,在 很 过 情况 下 , 间 题 往往 
是 要 求 对 已 知 的 形式 无 穷 小 生成 元 去 找 出 其 相应 马 氏 过 程 . 这 时 ， 
能 够 给 出 -个 要 求 较 弱 的 类 似 无 窃 小 生成 元 的 刻画 就 很 方便 . 
Stroock-Varadhan**l 提 出 了 马 氏 过 程 的 车 问题 的 模型 ,为 在 马 氏 
过 程 中 使 用 蒜 方 法 开本 路 . 下 面 我 们 来 介绍 寺 问 题 的 模型 . 

首先 ,注意 到 (6. 2) 还 可 以 写成 积分 形式 : 


Proxy) 一 flr) 十 | or P,f (x)ds 











= An 十 | Pee fds, 
也 就 有 
PCAC6D 名 一 2) 一 fr) 十 | EC 1 — eyds. 
由 号 氏 性 与 时 齐 性 就 得 到 
EGG 一 ACE) — ere, )dz)| 多 一 0 





可 见 对 JE 名 (7),{f(6) 一 [wr7fCE.)du,7,j 是 摧 . 例如 对 


BM ,我 们 知道 , 当 EC2(R')， (fC8) -| 吝 站 (Bw dau, ,) 是 


著 . 其 实 ,/E C2cR') 并 不 是 必要 的 ,对 于 FE CCRD (二 次 导数 有 
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界 连续 的 全 体 )，|7CBD) 一 | 去 /CB.)du,F,j 也 是 驳 . 这 就 意味 


着 在 强 收 化 意义 下 ,lim| 全 一 一 二 用 一 0 这 一 要 求 太 强 , 似 应 
于 减弱 . 远 问 题 的 模型 正 可 达 此 目的 . 令 
GS) = {f € HN imP fT) 一 Fr YE 


‘ 称 为 1P,}) 的 弱 连 续 中 心 》， 
已 JCxzy — Fr) 
t 








BL) 一 (fslim ~ gx) EE BS), 


在 有 界 收 敛 意义 下 存在 } ， 


P f(r)— 
t 


这 里 有 界 收 伊 指 对 Y zE 5 收 化 ,而 且 | f(x) scev 7 


EEX>0). 显 热 , 宅 (DCBOEDY, 当 fEHCY)Y, 记 


Pf{lz)y 一 f(r) 


fT) = lim 
站台 i 





- 也 称 为 弱 生 成 元 . 显然 有 右 导 数 


FP fT) tim Pf (tr) 一 Pf (x) 
证 寺中 扣 


-lim |Poszrdy| se fee) — foy)) 





= Pf — PS, C6. 8) 
关于 此 类 熟 与 学 群 的 关系 ,我 们 有 下 面 的 命题 . 
命题 6.6 设 有 时 齐 马 氏 过 程 合 , 灾 .), 对 7E 呈 (各 )， 令 
MA FE) Ce 一 上 fdu, 


则 {1ad 四 是 鞠 ; 反 之 , 当 人 1} 基 有 右 连 续 轨 道 ,如 果 存 在 2 上 的 
有 界 连 续 请 数 g(x) ,个 得 


[re — Feo 一 | tea 


是 蒜 , 那 么 Fe 吧 ( 区 ), 而 且 . 字 /一 8 
证 明 ”由 C6. 中 积分 得 到 
PfF—P,f— |z fau, 


即 EfE) -AD 一 | ed)=0 
对 AGE 细 (- 巡 ) 成 立 , 可 见 命题 第 一 部 分 成 立 ， 
另 一 方面 , 当 :CD 一 fC) 一 | sd，z 是 园 , 就 有 
ipo) — f(z)) = | EC 一 Aceo) | 


= | 有 | 了 eceoao|s lel, 


而 且 由 {!2} 轨 道 右 连续 ,EC) 右 连续 :就 有 
ECPf Cz) fr) 一 LECCE) — re) 








一 [Ecc ds ~ gr) Cz 一 0, 有 界 收 分 ). 


上 上面 的 命题 说 明 :由 形式 生成 元 限定 的 弱 生 成 元 去 构造 过 程 ， 


也 可 化 为 解 如 下 蒜 问 题 : 找 一 个 过 程 < 人 (SizER+ 1 使 得 
(fc) — fe) 一 | 7 Ed 


是 款 , 对 了 了 在 Co) 的 一 个 稠 集 5( 有 界 收 误 意 义 下 ?上 都 威 立 ( 例 


如 人 (22))， 


用 解 著 问题 的 方法 去 构 过 程 是 将 构造 半 群 ,转移 概率 及 构造 
过 程 三 者 合 在 一 起 ,一 气 呵 成 的 . 通常 是 先 求 简 单 的 近似 过 程 ,再 
用 拷 收 化 定理 得 到 所 求 过 程 .为 得 到 的 马 氏 性 ,还 需要 有 靳 问 


题解 的 唯一 性 . 


命题 6. 7( 最 大 值 原理 ) 设 fE 才 (8) ,而 且 
Fx) 一 sup/ (xz) 一 maxf (x) ， 
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M2 Fz) 0. 
证 明 显然 flro) 主 /8,), 于 是 


FP) 一 Fa — EfE) — f(xo)) 
Ef) 一 fr)) = 0， 


所 以 ro) 0. | 


§2 强 马 开 性 ,过 程 的 截止 与 Feymann-Kac 公式 


1. 推移 算 子 与 强 马 氏 性 


在 讨论 马 氏 过 程 沿 轨 道 的 性 质 时 ,利用 第 一 章 $ 1.3 中 引入 
的 推移 算 子 是 很 方便 的 ,而 且 它 对 于 其 它 过 程 的 研究 也 有 益 . 假定 
T 对 加 法 封闭 ， 
设 虽 二 20, 令 入 是 旭 一 全 的 映射 .对 w= {wtET}EN, 今 
w= {wt EET). 
- 般 地 ,对 (2, 罗 ,PP) 上 的 随机 过 程 #, 设 上 的 相 空 间 是 ,时 


间 参 数 取 值 于 了 了 , 则 不 妨 将 过 程 看 作 总 = 了 ” 上 定义 的 过 程 ,这 时 
推移 算 子 避 应 有 








& (8 = Ew). 
例如 对 时 齐 马 氏 过 程 上 ,我 们 应 有 
EOF Ew | = EE,) fe 
= AEs ACE) — ECF EY) Fo). C6.9) 
对 时 齐 强 马 氏 过 程 $, 有 界 可 测 函 数 了 ,+tE Rt 及 停 时 rf, 在 {ow;rCw)} 
三 十 oc2} 上 





EOF | = HECFE) | Fo), 《6. 10) 
其 中 尺 ge) 二 [Oyplw) ji. 又 设 7 是 对 .也 , 可 测 , 取 值 于 了 中 的 随 
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机 变量 ,0 科 ?( 四 近 十 co. 则 
ECf (So) FO EC NF | = OE CfEN Ns 


= |P kd 7069), 


2， 具 有 强 马 氏 性 的 条 件 


我 们 在 第 四 章 中 已 经 看 到 ,对 于 只 有 可 列 个 取 值 的 停 时 r, 马 
氏 计 程 永 让 有 强 马 氏 性 , 一 般 地 ,并 非 所 有 马 氏 过 程 有 强 马 氏 性 . 
本 段 指 出 ,对 一 个 轨道 有 连续 的 马 氏 过 程 , 在 其 转移 函数 ( 半 群 ) 上 
附加 和 件 么 条 件 就 能 保证 有 了 强 马 氏 性 . 

定义 6. 1tFeller 过 程 与 Feller 半 群 ) 转移 函数 族 

(Pix yd) (或 相应 半 群 {1P,)) 称 为 具有 Feller 性 (对 应 地 : 强 
Feller 性 ) ,如 果 对 Y 1 汪 0 及 有 界 连续 函数 六 对 应 地 :有 界 可 测 函 
数 让 ,都 使 Pf 有 界 连 续 , 若 马 氏 过 程 对 应 的 半 群 是 Feller 半 群 
《对 应 地 ; 强 Feller 半 群 ), 则 称 为 Feller 过 程 ( 对 应 地 ; 强 Felier 过 
程 》. 

显然 ,这 意味 着 Feller 过 程 的 转移 概率 测度 PCtrzy*。)? 当 上 
一 zo 于 蓄 收 仇 到 测度 已 Gtrzoy， ): 也 即 户 (tz,。) 对 工 弱 连续 . 

定理 6.8 设 马 氏 过 程 &={ 信 ,FE RT)DLIPG;xsdy)} 为 
转移 概率 族 , 且 还 具有 以 下 性 质 : 

1 6 沿 几 乎 所 有 轨道 右 连 续 ， 

2) 上 是 Feller 过 程 ; 





则 

1》 {ER 是 马 民 过 程 ; 

2) (多 ,+ 天 各 着 } 是 强 马 氏 过 程 , 即 对 Y 宽 停 时 re>0, 及 
有 界 可 测 实 函数 了, 当 wE fwsrlw) 过 十 o0} 时 有 


ELFEN Fe = |Plsé dy) fy), 
其 中 EE 一 门 肥 .天 一 (i 
Ei 
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证 明 事实 上 只 要 证 明 结论 2) 就 行 了 . 设 = 是 一 个 宽 停 时 ， 
令 - 一 经 避 二 1 r, 由 于 


{wT wy) EH) ir < 捷 L2” | 


全 ， + Cs, 


可 见 zt 荐 停 时 . 于是 对 于 有 界 连 续 函 数 了 及 4E .多 , ,我 们 有 
ECFE, ,14(oD) = ECPf CE Co))1s(o) (6.11) 
又 国 为 当 ma 十 ce 了 的 ,r yy re 一 上 《轨道 右 连 续 ) . 刚 
FE EPE (o)) Pf.(w)) (Feller 过 程 )， 
由 有 界 收 敏 定理 就 得 到 对 Y AE C.F， 
ECFCE OLA = ECP, FEN a) {6. 12) 
成 立 . 簿 利用 在 有 界 收敛 意义 下 ,连续 函数 可 带 近 有 界 可 测 函 数 ， 
于 是 (6. 12? 就 对 -- 切 有 界 可 测 函 数 成 立 . 
例 6.6( 非 强 马 氏 的 蕊 氏 过 程 ) 设 1B.yt ER1) 是 Brown 运 
动 ,又 令 





B,, 当 Bo 天 0， 
# 二 一 Bilis, 0 Cw) 


0, 当 瑟 ,一 0 


_ a 
一 ee 六 dy， 当 工 天 0 
PirB) 一 | |， v Zn > 当 


lsC0). 当 二 一 0. 
下 面 我 们 来 验证 {iERR) 是 以 (PCGe7, 吾 )} 为 转移 函数 族 的 马 
氏 过 程 . 
令 多 :一 riasSt) :显然 EF,; 且 对 BE 以 (实数 的 Borel 
集 全 体 ),1,s 半 0， 
EClsté,.0,) |.P,) 
一 EclatB,, Dia zo tw) | ,) + ECla(CO ls -wn lS,) 


过 


j 





一 天 一 dy 十 lis, olnto) 


一 LiB,z0) 
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A = 


e 
es 








dy + 1 -olsC$.) 


人 yy | 
中 | 
一 一 dv lscCO} } 

4 


| 


十 iw m0, B24 0 Cm) 1 - 
[ie won 


一 Pt 有) (ae ) (前 式 中 最 后 一 项 几乎 处 处 为 0)， 
由 此 订 见 是 马 氏 过 程 , 但 是 专 不 具有 强 蕊 氏 性 . 假设 不 然 , 则 各 
今 Tf 二 inf {0; 丰 二 0}， 
Ef A001) EE Or )) 
< 五 [PC 一 r3 {0}°)] 
= E,(P(l 一 ri0,101) = 0. (6. 13) 
但 是 由 于 EC; 二 二 0Cx 关 00); 上 式 应 为 
E20 1) 
. 一 :A(T 和 1 一 E(w; 1! 过 1 使 BB, 一 0) 守 . 
这 与 (6. 13) 矛 盾 , 可 见 二 不 县 强 己 氏 性 ， 


3， 过 程 的 截止 


设 二 一 信和 站 后 了 是 一 个 强 马 氏 过 程 , 取 值 于 (2 3).r 
是 :个 相对 于 ! 多, 的 停 时 ,而 且 满 足 {agr(oy 计 5 EE af 全 it 窑 
5 发 当 实 上 ,一 个 尾 时 < 即 满足 :rco) = 十 ze 的 停 时 ) 就 满足 
上 上 述 条 件 ). 令 
FA ,SAGE,{0)) 


























及 好 (ay 一 _ 的 
3, 当 上 之 ro)， 


文 样 定义 前 意思 是 ;将 在 时 刻 = 以 后 * 杀 死 光 其 中 “加 是 * 死 ” 状 
态 ) 而 得 介 新 过 程 了 一 (9 ET 显然 :9(o) 是 (人 2, 务 ) 一 (5 综 ， 


3 的 可 测 有 映 射 , 因 而 ? 对 {. 多 ;} 仍然 适应 . 不 仅 如 此 ,下 面 的 命题 
还 说 明 f ,Fsf EE 了) 仍然 是 马 氏 过 程 ， 
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命题 6.9 ,2117E 了 } 是 马 民 过 程 . 
证 明 对 Y AEZ， 
Pn EE ALF) = PE ,EE AT!+ ss |,) 
P(E, 站 ,Tf 十 5 | 号》 Linn 
(由 于 {fT 守 f 十 s1 Eaft yn 宇和 十 51) 
= PO € AI) Ls en 
马 … 方 而 ,我 们 有 
Pm = OY — Pr tts|,) 
一 Pri3 二 PGTrtts|.,) 
一 jr 二 51 ) 
(由 十 人 二 
一 1 二 PEF 二) 
= ys Pos = ODIs 
一 A Ot 一 9|%.). 
可 见 5935420: 是 马 氏 过 程 . 上 
推论 1 没 15,;5tER'} 是 -个 Brown 运动 ,有 一 7 人 0 一 
Doesst 将 已 按 命 题 6.9 在 它 到 达 0 后 截止 ,而 得 伸 一 个 马 氏 
过 程 Y? 和 1Y,11E R'}, 了 具有 转移 错 度 

















. 1 . 
PU fae Re 


证 明 由 命题 6.9,Y 是 马 氏 过 程 ,而 且 对 任意 一 个 (0, 十 co) 
的 Borel 子 集 4 .我 们 有 
PY EAIY, = 7) 
一 PtB:, EE AT?t 二 |B,= rr) 
一 PlBa EE ANB. = xz) PCB EE AT 5sB, = x) 





2. 
一 人 -dy — PlB,, EE A,rTEIt+s|B, = x), 
t 


其 中 了 E (00 接 $5.3 中 反 能 原理 5 定理 5. 17) ,我 们 可 以 有 
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PlBss > yt Et 二 s |B, = x) 
= PB, LA yx B= 0) 


2r— (zy B=0) 


| 
忆 
Ee 


™ 1 -1 .et 














一 2 | 1 一 全 上 a] 
a ,Van 
其 中 Bx 一 Bi,(B) 一 sup 着 .一 max 省 ,; 从 而 
和 基数 ee 
PiY,, € AIY, = 27) = | 1 |。 EE | ge 
4 ET 1/ 





由 此 可 见 , {Yt 宇 0} 正 基 例 6.4 中 所 得 到 的 过 程 .‖ 

推论 2 车 二 的 无 穷 小 生成 元 及 其 定 交 下 分 别 为 . 史 与 
Se 则 将 了 限制 在 sr 上 仍 具 有 马 氏 性 (不 过 ,这 时 P(E 9) 
二 1 不 再 成 立 ). 而 且 当 














1 ， 加 对 z 
TP EI, 一 > 一 工 ) 一 致 收 费 0 {ty 0) 
《6. 15) 
时 ,? 的 无 穿 小 生成 元 -#7 的 定义 域 多 (ww?) 和 包括 名 (wz ) 中 的 一 
致 连续 函数 ,而且 对 这 样 的 函数 了 ， 
fo ef. 
证 明 设 .一致 连续 ,而 且 fE 才 Cw), 则 
FEF HR) 一 Fa) = Ef) la) — fx)) 


= (ECE,) — Fr) -- TEf CE en). 


由 于 fFE 驯 (a7), 上 式 中 第 一 项 一 致 收 伍 到 .过 方 剩 下 我 们 只 要 
证 明 第 二 项 一 致 收 合 到 cf 就 行 了 . 事实 上 
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TECf Else) TT ceritr) 
< LEE — fn) lao)| 





RANA Ee 
1(6. 14), 上 式 第 二 项 当 +40 一 致 收 襄 到 0, 而 其 中 第 一 项 
TEACE,) 一 f(r)) ire 




















STECE) 一 fn) ennis sm) 


十 FEE) — F(x) [rennet -a ) 


和 I 十 工 . 
由 于 上 一致 连 续 , 任 给 e>0, 了 于 > ,使 得 当 |z 一 y|< 志 6 时 |f(y) 一 
Cr) 过 6, 于 是 


> 一 至 
I SiE(een lh = 人 ) 训 攻 全 人 T) SE lie | F 
然而 , 当 1 9 时 用 (6.15) 得 
I e217 Ptr| S| = 
由 于 s 是 任意 的 ,所 以 
3E.fc D1, 一 cr 一 0 


4 Feymann-Kac 公式 


下 面 我 们 来 考察 er 十 ctx) 生 成 的 半 群 与 -or 生成 的 半 群 的 
关系 ,并 进而 明确 ckz)y 的 概率 意义 . 

引 理 6.11 设 和 一 {6,. 久 ,31ERt}) 是 (0,.F,P) 上 定义 , 取 值 

度量 空间 (2 ,3 的 轨道 右 连 续 刍 氏 过 程 ,其 生成 元 与 弱 生 成 元 


分 别 为 -oz 与 . 竺 ,它们 的 定义 域 为 多 C9) 与 BN ). 
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对 任意 者 界 可 测 演 数 了 , 令 
SFr) = ECelr 2 FEY) (ctz) 有 界 可 测 ,》 
TT fx) = EF,), 





则 13, 嘴 半 群 ,市 且 有 
1 Sf x) = Tf x) 十 | (eS. Cr du, (6. 16) 
Sr C= Tfix) 十 | sceT 《dz {6. 16Y' 
La 


从 而 5, 与 TT, 有 相同 的 强 连 续 中 心 与 弱 连 续 中 心 . 
2 车 clx) 有 界 连 续 , 那 林 /EE 纪 (. 避 ) 当 县 仪 当 了 EE 
Sci) ,其 由 多 是 半 群 S, 的 弱 生 成 元 . 在 条 件 成 立时 还 有 
HOF = CF + er. (6. 17) 


3” 若 蕊 的 转 称 装 数 渍 足 -- 致 01) 条 件 , 即 
ph) A Sup PClé, | 0 R40 (6,18) 








而 且 <=(z) 有 罩 -` 致 连续 , 那 末 FE 多 (-ez 和 ) 当 且 促 当 三 
Sr(-et) ,其 中 “是 的 生成 元 ,同时 
ez 了 一 (Cr 十 cz (6. 17) 
证 明 ”利用 马 氏 性 ,我 们 在 


户 十 上 
Sf x)= ECeh fCE,,.)) 





= ECe “mp (el to fC ) .7)) 


= ECelr pe Gel fCE,))) 





= ECel mg, fC&)) = SCS x). 
1”(6.16) 的 证 明 :; 由 定义 ,Fubini 定理 及 马 氏 性 
SCz)y — Tf tx) 


一 ELF CS Y Cel 1 
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— 了 “ cea 、 

一 已 | fC) | eC& du | 

一 | ECVeE el ey) da 

| gcecs, Eceh A FE) | ,du 
站 

= | Ee Ee Col f EY) dn 
, 。 


一 [ries,f y Cydu. 
v 


这 就 让 明了 (65.16). 类似 地 可 证 (6.16)'. 
再 则 ,我 们 注意 对 于 Tf 一 A >0, 有 
A—-SfA=0 (Gy. 
这 是 因为 ;由 5, 的 定义 显 见 上 5S, 三 el "从 而 由 (6. 16》 
SF — fh Sf- T+ TF i 


Sf ele dl fl + NTA /HN 0 (40). 
这 就 说 明了 5, 与 7, 有 相同 的 强 连 续 中 心 . 同 梯 地 由 
[Sf Fn | Sf- TA + Tz) — fox) | 
得 到 5, 与 有 相同 的 弱 连 续 中 心 


2 对 十 fEDCY), 
Sf 一 Fr SF) 一 了 Faz) | Treory 一 rz 














9 ” 一 了 " | 
Sfx) Tf (zr) cx) fz)| 
Tf) — {2) | for). 





利用 (06.16) ,我 们 有 
Sf) — Tf C2) 一 ceo 
一 了 | ES 一 TOCzda 
站 
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十 工 | 7- CT x) ~ Tef) a da 


十 二 | cr em Cz) — er) fed 
站 大 十 天 下 了 
青 用 一 次 (6. 16) 我 们 得 到 
1 | < eo Cx)da 














人 


| el | 六 oeS NC) dvld 


< feth esr od 





2 下 日 
0 le | [er £ | dvdu 
o 0 


2 + we 
< elt Hl 上 [avdue rt — 0 {fF — 0). 


对 于 ,我们 有 
LA 冯 7 -dv jc?du 





志 二 | Hcl | fl) dvl du 
总 自 





SE ral | | fF) dodu ~ 0 C7 ~ 0). 


男 一 方面 
7 一 二 | Eece) As) — ctr) fr)dv 
一 二 | ELede,) 一 cz)yFC2 7 
+ ea) Lf ié) 一 Fry])dv 
会 十 到. 
而 且 我 们 有 


3 


Ii;|= 2| (Tf er) — f(r dv 
[a 








Pr we 


< | el 上 -| | [asdv ~ 0. 


了 


最 后 ,由 < 人 的 连续 性 及 总 轨道 右 连 续 性 (效仿 P(t 一 z| 
E00)) 








< A gece ~ ec las 


= L | | lcete.) 一 ez es 十 aedv 





< A Tp.ds, dv 0) > 0 (0). 


这 样 ,我 们 就 证 明了 :对 固定 的 z, 当 上 0 时 ， 


SC 一 人 cr Fr) + f(r), 
并 且 , 下 述 苦 


人 


在 :所 1 时 有 界 . 从 而 得 到 
feE TH) BYEF = HF i+. 
即 统 (. 闻 中 CC 名 (入) ,由 对 称 的 理由 立 得 2”. 
3° 的 证 明 : 对 PE 多 (er 我 们 估计 
Sf—f TF SF— Tf 
| 二 
从 2* 的 证 明 中 可 以 看 出 ,了 TT 一 0(t>00) 关 于 工 是 一 致 的 ， 
此 外 在 现在 的 条 件 下 ;2° 的 7 了 的 估计 可 改 为 


i 和 Af re,cecey — ctr Te en) 
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二 2 el sup P(t|é, — x| Fe dv 
由 c(z) 的 一 致 连续 性 ,上 式 有 方 第 一 项 当 4>0 时 的 于 0 是 对 一 
弄 的 .又 由 于 $$ 满足 一 至 .41) 条 件 ,所 以 第 二 项 趋 于 零 (4 一 0) 也 
蚌 对 工 一 -至 的. 这 就 说 明了 
| 一 of| 0 (0). 
从 而 得 到 
(oz 
且 .er ~ fetr)f. 1 
注 : 如 果 只 党 证 3°; 则 可 以 很 简单 地 育 接 证 
SH er 
定理 6. 10CFeymann-Kac} 设 上 与 是 为 引 理 6.11 所 假定 的 取 
值 于 瞄 量 空间 的 轨道 右 和 连续 马 氏 过 程 . 令 
WoO) A Sf Cr) = Blele ts ee,)), (6.19) 

















0. 











则 有 

















1* 洲 clz) 有 界 连续 且 了 EBCH), 则 WG ,zx) 满 足 


3! WCGesr) 
= 


( 碟 侧 导数 为 石 导数 ), 同时 叉 古 下 述 问题 的 唯 - - 解 ， 
We) = fxr) +| CE 4 er Ws, ryds, 


WE TY cIW Gur) 《6. 20) 





了 Ka 使 [Wx)| < Ke™, (6. 20)" 
2” 节 ctz) 有 加 一 致 连续 理 & 的 转移 函数 满足 一 致 o01) 条 
件 ,fE 蓄 Car , 则 厂 全) 是 如 下 问题 的 准 一 解 ， 
AV 
x 
WO ri fry 0 y 0), 


| 、 
0 aa, 玉 司 得 iW ! 过 Kew, ‘6. 21) 





= WW + clr)W, 
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证 明 根据 引 理 6. 11, 由 生成 元 与 贡生 成 元 的 性 质 , 对 工 , 我 


们 有 
2 ~ 2 (y+ cr))W (这 等 价 于 积分 形式 ). 
对 2 ,我 们 有 
ay Sf 
一 一 Ca 二 ctr oOW, 
而 县 在 两 种 情形 下 都 有 
lmW(,.r) 一 limS.f (7z) = f(x). 


i0 


下 面 证 明 在 1" 的 情形 下 的 唯一 性 (2* 情 形 是 其 特例 ). 
设 方程 上 有 男 一 和 解 W' Cz) ,满足 1W' tz) | 二 KK'e"', 那 末 对 于 
ut st) A WE x) — Wx) 
有 


utf,r} > 0 (t— 0), 
于 是 对 尺 全 KY K' ,fAaVYa 有 


u(t ,x) = 上 A Outs rds, [ulisr)| < Rer. 
对 积分 | e* -部 "cs,z)ds 用 分 部 积分 ,我 们 得 到 
e Jan(t,r) 一 一 上 aa 一 (eu, rdds. 
两 边 用 弱 草 解 算 子 人 
ROfcr) A 六 4g,f Cr)d 








作用 ,再 应 用 总 ”与 积分 的 可 交换 性 以 及 在 CY) 上 有 
六 人 (一 = AF — HO) RO 
的 性 质 ,我 们 推出 
eattyr) 一 | “a Cs sc)ds. 
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wr 1 
再 利用 和 R11 所 守信 Te 便 得 


| esaksyzyds| = limle “Ron,zx)| 
' d+ 


uD 
lime-* REet || RR | 
tt pl 


一 1: — ,Fr 1 -一 
< limKe “er 3 — FCT 一? ( 习 4>2Y HCD). 


最 后 应 用 Laplace 变换 的 唯一 性 就 得 到 wz ,zx) 二 0. |] 
推论 若 .Arz) 有 界 一 致 连续 ,有 旦 存在 让 和 失 - 一 致 连续 的 二 阶 偏 
导数 ,zE 喇 , 则 对 于 一 致 连续 的 有 界 末 数 czr)， 


Wl 
= AW + crIW, 


亚 (0.zr) = f(r), 
刁 Qa 太 便 TW) | 寺 Ke” 
存在 唯 解 ， 
W(x) = ECACB)ejeeeoe)， 
此 处 B, :是 3 维 Brown 运动 . 
证 明 对 于 B, 我们 有 














1 1 i 
下》 一 Su | | | Ea dd 
” 过 lz 一 se v2nt “ > 
1] a 
< | 
Di 一 2 
1 [yl -2 
| 所 | Cm + dy 
wR 
Sadh: 





< or 0 (hh — 0), 


同时 ,在 所 设 条 件 下 有 FE Se ,其 中 er 为 B, 的 生成 元 . 


注 工 如 果 定 理 6. 10 中 的 Woszy= Stzy 对 上 连续 而 日 z) 也 对 
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a 





: 连续, 那 末 (6. 20) 中 的 二 岂可 改 为 "5( 这 可 以 作为 “个 数学 分 析 的 练习 )， 


镍 为 特例 是 下 述 人 情形 ， 
设 售 ,ER+1 为 取 值 于 中 的 轨道 连续 时 齐 马 氏 过 程 , 对 


LF 人 二 1 3 (x) : + bee ) 世 ， 


如果 有 CS 是 对 fECI 有 他 f=17， 出 了 丈 去 为 Stroock-Varadhan 
读 义 下 的 开 - 扩 向 过 程 ,其 中 oCz (htr) (i,j==1,…,d) 是 满足 一 定 条 人 忻 
的 辣 数 . 由 轨道 连续 性 ,只 机 gz) 有 界 连 续 就 有 Sig (zx) 对 :连续 . 如 昌 


4) ,bi() 都 是 连续 函数 , 那 末 对 于 FE C8,S fC) ,Sf Ca) (一 S,Lf (2)) 
都 对 :连续 ,于 是 由 2* 扩 定理 6.10,W (4,z) 二 5,f (xz) 满足 


{= = LW 十 clx)W (e(z) 是 给 定 的 有 界 连 续 丽 数 )， 


WO} 一 zy (EC 
再 由 定理 6. 10 中 1° 的 部 分 中 积分 方程 解 的 唯一 性 ,可 知 这 个 做 一 S$,fF(zx) 是 
上 述 方程 在 满足 条 件 ，: 
习 关 ,使 |W | Ke” 
下 的 唯一 解 . 


以 十 的 讨论 在 于 把 抽象 的 - 史 或 :学 归 结 为 具体 的 微分 算 子 .本 一 5 六 称 
为 初 值 为 fx) 前 对 应 的 方程 的 解 的 概率 表示 . 

注 2: 转 移 函 数 的 一 臻 of 1 条 件 满 足 前 过 程 很 多 ,例如 Poisson 过 程 ， 
Cauchy 过 程 ,都 很 容易 直接 验证 满足 - 致 (1) 条 件 . 特别 在 Poisson 过 程 情 
形 ， 

M2 有 
( 册 有 界 数列 全 体 ). 于 是 由 定理 6. 10 得 到 ! 对 有 界 数列 c(i) 及 参数 为 4 的 
Poisson 过 程 训 ;对 7 汪 0, 套 有 界 数列 让 让 ,下 述 定 义 的 凿 数列 
WD) Ele rem fee,)) 
是 


[£00) 一 入 a 0 D 
0 col a A 0 


日 


[Wi,0) 
| ， 





We,1) 


Wt,0) 
2 
ar 








WEO) = FI Ke 使 |WE,)| Ke 
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的 啡 一 解 . 
对 于 Cauehy 过 程 也 有 六 似 结 来 . 


$3 度量 空间 中 测度 的 入 收敛 及 马 氏 过 程 
在 璧 鹤 阿 与 五 空间 的 实现 


正如 在 第 一 章 中 指出 的 接 Kolmogrov 定理 构造 的 随机 过 程 ， 
有 一 个 重大 缺陷 , 那 就 是 对 十 圆柱 集 所 生成 的 代数 来 说 ,0 一 
97 太 火 了 ,以 致 像 sup& 这 样 的 量 都 不 可 测 . 因此 , 当 5 是 度量 
空间 时 ,我 们 希望 尽量 将 9 一 2 缩小 ,例如 将 0 缩小 为 C(T 一 
2 ) 全 (os 57 yw 是 了 上 的 连续 前 数 } 或 DCOT>9)A{wE 7; 
是 了 上 的 有 连续 具有 在 极限 的 两 数 }. 可 惜 的 是 ,这 并 不 是 永远 能 
实现 的 . 本 节 中 ,我 们 将 给 出 在 什么 情形 下 可 以 这 样 做 . 为 此 ,我 们 
先 引 入 度 基 空间 上 测度 的 弱 收 伍 的 概念 及 理论 作为 工具 . 应 该 指 
出 它们 不 仅 对 解决 本 节 所 提出 的 马 氏 过 程 轨道 性 质 具 有 重要 意 
义 ,而 且 本 身 具有 独立 的 理论 价 信 , 它们 是 测度 论 由 经 典 转向 现代 
化 的 里 程 碑 . 


i， 度量 空间 上 的 测度 空间 


设 区 是 一 个 完备 可 分 度量 空间 ,以 p 为 距离 , 罗 人 起 (X) 是 由 
XX 中 全 体 开 集 所 生成 的 代数 , 这 里 可 分 性 保证 了 多 可 以 是 由 
中 的 可 列 个 开 球 所 生成 的 ， 代数 .又 设 关 是 (X, 到 ) 上 的 一 个 测 
度 , 那 么 容易 证 骨 它 一 定 是 正则 的 , 即 
AQ) = Inf #0) 一 SURACC) 

上 式 中 上 下 确 界 的 范围 分 别 取 廊 一 切 4 的 闭 子 集 C 与 一 切 包含 
4 的 开 集 G. 

令 4( = |/fapx( 其 中 /是 上 的 有 办 连续 函数 ), 于 是 两 个 
区 上 的 测度 pn = pz, 当 二 仅 当 对 应 的 妨 与 hs 对 一 切 有 界 迷 综 滑 
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数 了 都 有 机 (让 一 机 (让 .事实 上 ;为 了 叭 -决定 ,AC') 的 浪 虚 范 
围 还 可 缩小 ,例如 4 六 = 本 (六 对 任何 -: 致 连续 的 有 关连 续 消 
数 成 立 诚 可 保证 证 二 心 . 

令 全 (CX) 一 {pep 是 (X, 沙 (XY)) 上 的 概率 测度 }, 寺 是 Y wzE 


多 (X) 就 有 A 一 |fxldxr) 与 之 对 应 ,而且 jm 一 po, 当 二 仅 当 入 
二 册 . 
在 罗 (T) 上 可 以 定 艾 各 种 收 敏 性 ,以 使 我 们 在 构造 某 个 测度 
时 , 完 构造 出 近似 地 满足 要 求 的 和 内. 再 考查 , 当 > 十 co 时 司 是 
否 有 一 个 极限 测度 pg, 它 正好 满足 我 们 的 要 求 . 
ECX)Y 上 可 以 定 久 三 种 不 同 的 收 敦 性 ; 
定义 6.2 1) 一 致 收 人 敲 ” 设 p 训 EB2(KT), 称 一 致 收 便 名 jg 
所 (六 ) 如果 
sup [f(A) — HA)| > 0 (r+ oo). 
这 个 条 件 等 价 于 ;对 ¥ /ECCX) 
sup [4.6f) — A = sup man -- an» 0 (Yn oo) 
由 于 我 们 的 目的 是 要 求 由 m 得 到 p,-… 般 说 来 一 致 收 化 这 样 
的 收 钱 性 似乎 太 强 了 . 
2) 强 收 化 pnE CX), 称 j 强 收 伊 到 jE (XY)( 记 为 jp 
一 PP) 如果 对 Y AE 池 ， 
(4) 一 mA) (nto), . 
这 个 条 件 等 价 于 :对 YAE 笼 (X)( 有 办 Borel 函数 族 ) 
AC) (Bn 二 + co)， 
这 个 收 化 性 还 是 比较 强 的 . 
3) 顽 收 合 ” 设 志 EBP(X), 称 jo 弱 收 伍 到 z 记 为 点 生 po)， 
如 果 对 ¥ re CCX) (全体 有 界 连续 函数 )， 
A > ACY (Yn 00), 
定义 6.3 A4 称 为 测度 的 连续 集 ,如 果 有 4 的 闭 包 集 六 与 内 
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点 集 4" 其 有 相同 的 测 寄 , 即 (4 一 A47)， 
定理 6. 412 设 yA.E.2CX). 下 列 诸 命 题 等 价 : 
1 gp 弱 政 伍 到 A 
2) 对 任何 居 上 有 界 一 致 连续 函数 上 有 

A 一 和 门人 一 十 oo 
3) 对 Y 闭 集 CCX 
limp, (C) A ACO) 
4》 对 Y 开 集 GCX 
limp tC) 之 ACID 
5)》 对 Y -连续 集 有 4 
IA) utA) 一 十 co)， 
证 明 1) 一 >2) 是 纶 收 合 的 定义 . 
2) 一 > 3), 设 有 闭 集 CCX, 令 


. ] 
Cr 一 工 二 CC ¥ Lx) (对 HY x EXY. 
显然 ftzx} 有 界 一 致 连续 . 于 是 由 有 界 收 仇 定 理 


MM 


3)< 一 4). 由 取 余 集 即 得 证 . 
3) 或 4) 一 > 5). 设 4 是 连续 集 , 则 jx(A) 一 (站 ) 一 ptA4"). 于 
是 习 
LLAY = pA Slim CA) & lim (lA), 
pA) = pCA) > imp (CA) > imp (A). 
从 而 Hp(4) = limp.(A). 
6) 一 >1). 这 一 步 证 明 的 思想 是 :对 YE ColX) 我们 设法 
投 出 连续 集 圭 的 阶 樟 函 数 广 来 一 致 逼近 扩 由 于 “是 概 率 测度 ,可 
以 看 出 :使 得 Atz E Xif(x) 一 a}) 六 二 的 不 同 的 < 最 多 只 有 na 
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me ee 


个 ,因而 满足 (Cir 七 尽 ;/ (zz) 一 4)) 守 0 的 a 最 多 只 有 可 列 个 .于 
是 ;对 Ya>0 及 民 > | ,aa € 屋 , 使 得 
a 本 《 站 1]M, | 二 TT 1|M| (是 一 ly Dn) 

而 且 

HT E XI = a =0 (Rk 2n). 
这 样 就 有 

A A {rE Xa®, EC fr) La™) 

都 是 pr- 连 续集 . 对 Y FE CC) , 令 


2n 
YY 
(7) 会 Qe ie xia cpryeato 





显然 
sup|f .0) ~ fm) ES max la ~ a | < M0, 
下 lik 2 入 
2m 
| 产 codm 一 Dav pA™) - [nde 
更 一 . mo 


因此 由 | PCzydw — [fede cm -~ cc) 关于 的 一 致 性 有 


A 四 一 


一 lim | fz)dp 一 | rezoan， 


也 就 是 jy 弱 收 全 到 x. 1 

命题 6.13 在 名 (X) 上 可 以 定义 一 个 距离 疡 使 得 /sp 当 
且 仅 当 PUp yp 一 0 一 cc)， 

证 明 由 Tychonoff 嵌入 定理 ([K],125 页 ) ,任何 一 个 可 分 
度量 空间 总 ,都 可 以 嵌入 到 ( 同 胚 于 ?单位 区 间 的 可 列 乘积 空间 ( 它 
是 -~ 个 紧 度量 空间 ) 中 去 作为 其 子 空间 . 因此 其 闭 包 总 也 是 紧 的 ， 
闻 上 的 一 臻 连续 函数 均 可 唯一 地 开拓 到 马上 ,成 为 系 上 的 一 臻 
连续 函数 ,将 全 体 这 样 的 函数 组 成 的 空间 记 为 U(X), 它 就 必定 可 
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分 . 设 万 , 记 …p… 和 五 ，… 是 它 的 可 数 筒子 集 , 令 
~ 三 ，1] | jfan 一 | am 
Pl: pe) 会 和 2 27 1 [au 一 ax 


显然 ,是 儿 () 上 的 -- 个 上 距离. 并 屿 
Bp yp》 一 下) 











当 上 且 仅 当 对 Y jj， 
|zan ~ | za ceo 
事实 上 ,在 字 ( 了 KX} 上 还 可 定义 另 一 个 距离 ; 
dpsp) AinfidypatAd) a pA 十 人 
ja) 和 0) 十 6 对 一 : 切 闭 集 4 成立}， 
其 中 AO{rEN or A CHE}. dt ，，*，) 称 为 全 (XX) 上 的 Levy- 
Proherov 距离 , 它 和 p(，,。* ) 是 等 价 的 . 


2， 胎 紧 与 安 (z)? 的 紧 性 


定理 6.14 设 基 是 一 个 紧 庶 量 空间 , 则 地 (X) 在 弱 收 合意 义 
下 是 列 紧 的 . 

证 明 由 于 是 紧 度 量 空间 ,Ce(tX) 是 可 分 的 . 又 设 和 ff ,…， 
让 CK) 是 CCX) 的 可 数 简 集 . 对 Y 及 这 (XX) (n= 
1 2337=1,2,…), 

Woo = [fan)| < 4 = suplf(2)|, 
由 抽 对 角 线 子 列 方法 ,3 (js), 使 得 
lim | /dp 对 Wn 二 1,2,… 存在 
又 由 于 对 Y /ECs(X),3 mi 合 当 #9/ 一 六 即 
sup| fx) — fx)| 一 0， 














< |jw- fd + | 一 Adam 





an, am 
十 中 Pam 一 am |. 
对 9 6>0,3 使 上/ 一 所 ,由 < 了 ,于是 
fo Ad 二 | 一 am 
此 外 ,对 回 定 的 ,3 六 使 当 r:s> 时 ， 
an 一 am 


上 是 当 r,s 全 六 时， 


扫 











E 


an 一 fa |< E， 
即 存在 
ACD Alim| fa, (¥ f € CX)). 


显然 A( 记 是 Ci(X) 上 的 有 界 小 性 泛 函 ,由 Rieze 表现 定理 [Yo]， 
存在 有 限 测度 ,使 


4C0 = | yan 
显然 
pfCX) 一 40 = iim|1dw 一 1， 
于 是 


HE BAX), WE ps Zp. 
定义 6. 4( 胎 紧 ,Tight 《ma 是 X 上 的 概率 测度 i: ET} 称 为 
胎 紧 的 ,如 果 对 Y s>>0, 存 在 总 的 紧 子 集 下. 使 得 对 Y ET， 
HX— K.) < e. 
定义 可 见 , 胎 紧 即 指 空间 及 可 以 有 一致 的 < 近似 紧 内 胎 . 
定理 6. 15CProhorov) 设 六 二 一 个 可 分 度量 空间 , fa 
(XX),n 空 1} 是 胎 紧 的 , 则 {ps} 有 习 收 合子 列 . 
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ie ee 


证 明 ”由 Tychonoff 定理 ,X 同 肘 于 紧 度 全 空间 [0,1]*” 的 - 
个 子 集 , 因 而 可 以 找 天 一 个 新 的 等 价 度量 ,使 在 其 下 它 的 闭 包 式 
是 紧 的 . 这样, 把 je 看 作 必 号 ( 叉 ) 中 的 概率 测度 ,由 定理 6.14 一 
定 存在 x€ 全 ( 责 ) 与 子 列 , 使 pp 

下 面 只 需 证 明 jE 这 {XX} 天 gx( 及 一 到 ) 二 0, 定 理 就 得 证 . 为 此 ， 
取 0<6 0. 由 于 tm4} 胎 紧 , 则 存在 紧 集 民 ;+ ,使 得 pCKj) 半 1 一 
s;- 由 定理 6.12 有 
1 K(X) 之 lim p(K,) > dm, dm An (KK,) 让 lim (1 —£) =1, 
可 见 .db 即 wnE PX). 4 

定理 6.16 设 久 是 一 个 完备 可 分 度量 空间 , 令 .2 CF(X) 
是 在 弱 拓 扑 下 人 2(X) 的 紧 子 集 . 则 对 YY se>>0, 存 在 美的 紧 子 集 天 ,， 
使 jy(KR,) 守 1 一 对 Y yxEw 成 立 . 

证 明 对 Y jE COX) 及 的 开 集 GG 不 , 有 XE 一 G,) 0. 
此 外 ,由 于 XNG,. 是 闭 集 ,对 Y po 习 j, 及 任 一 固定 的 

Tm pn (XNG) & p(XNG,). 
册 一 方面 , 刁 jw ,使 Yn 有 
supy(XNG,) = limpm (XNG.). 
由 于 .er 是 紧 的 ,不 妨 设 mm 也 jw, 于 是 
supy(XNG) = Tm po CNG,) 








SAX) 0 00). 《6, 17) 
又 由 于 部 可 分 , 它 应 有 可 列 开 球 覆盖 ， 


区 二 Us 7 (Yr = 1,2,.) 
(其 中 SCr,R) 指 中 心 为 < 半径 为 R 的 开 球 ). 邻 
Ginsr) 会 Scr.2-"), 
i=1 


则 Gayr) 人 天 ( 当 wn 一 o0). 这 样 ,由 (C6. 17) 式 ,对 Ye0 了 
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Nte,r) ,使 得 当 n 宇 WCE ,rr ， 
CRNG nr)) 二 二 (对 ¥ py E 2), 





CG. 从 站 GN(er),r), kK, = C,, 
rl 
容易 看 出 天 , 是 完全 有 界 集 , 而 且 


(天 ) 六 1 一 ACENG 1 ~— DONGON ,7)) 


r=} 





之 1 一 也 =1~..| 


3. 和 连续 函数 定 间 上 的 测度 


本 有 段 以 下 ,我 们 总 简 记 CCR 一 5 为 COCRT) ,COC0,1] 一 57) 
为 CL0,1];DC0,1] 一 5 为 D[0,1] ,DCR'T 一 5) 为 DCR+T) 等 ,这 
样 做 是 为 了 记号 方便 , 简 省 箱 幅 , 道 过 上 下 文 ,读者 总 能 了 解 它们 
各 自 的 意义 而 不 会 产生 混 光 . 

设 概率 空间 C2,27 ,P) 上 的 随机 过 程 EA 人 it ER 有 状态 
空间 (57,3) ,那么 它 也 可 以 看 成 是 CQ, 一 (5 ,下 ) 的 可 测 
变换 ,这 里 我 们 假定 2 为 完备 度 景 空间 ,3 一 各 (57) 为 它 的 拓扑 
可 测 o- 代数 ,2*' 是 See 的 柱 集 生成 的 o- 代数 .这样 由 忆 在 2" 
上 可 导出 一 个 测度 ， 

Fa) = PCE:CA))Y (A€ By, 
要 求 沿 几 乎 所 有 轨道 连续 ,就 是 要 求 产 集中 在 COR+JCCeee )， 
其 中 








CR 一 {ww 一 57 的 连续 有 映射 }. 

对 给 定 的 转移 南 数 族 17Pt;z14)) ,要 构造 轨道 连续 的 马 氏 
过 程 #, 只 要 构造 在 CLR1) 上 的 概率 测度 ,使 得 对 ¥ BE 3,z EE 
2S7， 和 有 
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RE EE BLF,wm, = x) = Pt — syrs BY. 
再 令 吕 (四 9 三 邮 , 就 是 我 们 所 要 的 马 氏 过 程 了 . 通常 ,我 们 设 与 三 工 
而 得 到 测度 为 pC*，). … 般 地 ,要 想得到 已 知名 的 分 布 ( 初 分 布 ) 
的 马 氏 过 程 ,只 要 把 y, 当 作 已 知名 =z 下 的 如 件 测度 ,再 令 


H(A) = [cdeypdA) 


即 可 (其 中 jCA}) 二 PC(8,E 4)). 

上 丰 能 构造 CCR+， 上 的 概率 测度 ,只 要 考虑 了 二 [9,1] 时 的 概 
紊 测度 枸 造 即 可 (类 似 地 构造 CC0,nj 上 测度 PH 使 PY? cr 一 
P” ,由 此 可 得 到 CRT) 上 测度 P 卫 满足 Pleow: 一 PY, 

本 节 以 二 设 5 是 一 个 可 分 Banach 空间 . 对 xE57 ,将 xz 的 模 
记 为 |x|, 在 CL0,1] 圭 {f;f:70,1J->57 的 连续 消 数 } 中 引入 距离 ， 
Pf 8g) 一 ,UP | 7 C0) — g(t)|. 

(例如 当 吧 " 一 六 ， 
CL0,1 一 {wiw 是 定义 在 [0,1] 上 的 实 连续 函数 }. 
在 CL5,1j 中 , 收 敦 就 是 实 函 数 在 [0,1] 上 一 致 收 合 . 由 Arzela- 
入 scoli 引 理 ,CL9,1j 的 子 集 XX' 是 紧 集 当 且 仅 当 丸 ' 中 的 函数 等 度 连 
续 一 致 有 界 , ) 
命题 6.17 对 固定 的 :€ [0,1],e(CDAfO (YY FEC[o,1]) 
可 看 作 CL0,1] 王 7 的 上 映射. e:(，) 是 一 个 连续 映射, 又 令 
冤 (CL0,1D 是 由 CL0,1] 中 开 和 集 所 生成 的 -代数 ;名 是 使 全 部 上 
述 映射 e, 都 可 测 的 最 小 -代数 . 则 多 = 史 C50,1j). 
证 明 由 
[fF — ge)| < sup, lf (0) — g(t}|, 
tt 显然 是 连续 映射 .所 以 就 对 鹤 kCro,1]) 可 测 , 因 而 吕 忆 
铬 (Cr[0,1]). 男 一 方面 ,由 于 CL[0,1] 可 分 ,C[0,1] 的 任 一 开 子 集 
都 是 可 列 个 开 球 的 并 , 要 证 明 各 (CL0,1j) 必 名 ,只 要 证 明 CLC0,1- 
中 的 任 一 开 球 都 在 腕 中 . 考虑 一 个 开 球 
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Shr A {fF ECL,1)]; Sup lf 0) — | < 


及 由 于 和 对 zt 的 一 臻 连续 性 ,上 式 等 于 


U 站 USEc[oIG 一 大 二 E Sl 


“有理 i 011 
ir 中 的 有 鳃 数 
F 面 我 们 就 利用 腻 收 伊 的 工具 ,在 CC2 上 定义 测度 ,使 得 它 
符合 已 知 的 转移 概率 ， 
4， 艺 氏 过 程 的 连续 函数 空间 上 的 实现 
设 已 知 转移 函数 族 
(PC 4) 江 [Ol] x ES,AE FE}. 
{lyE Slr —y|> el}, 
supP (ts x Br,e)). 


Bir,e)y 一 
B06) 一 


心 


二 


定理 6.18 设 转移 尔 数 族 
{P(r A):t EE LOT, ES 一 及 ,44 瓜 屯 } 


满足 Dynkin-Kinney 条 件 ( 或 称 一 致 of8) 条 件 ) 
#0) = otd). 
则 可 以 构造 (CD00,13, 才 (CL90;1]D)) 上 的 概率 测度 ,使 得 
Rw EE CO; E Alw,yn Es) 
二 PE 一 siwyA) (NH 寺 Yt 守 5 EE 威 了 并). 
又 令 旭 二 CL0,1j, 于 是 在 (2, 才 ,pw) 上 可 定义 
Sm) = w (wy EN ELO,1]), 
则 f(stEL0,1]} 是 一 个 以 {PGsz;4)} 为 转移 函数 的 马 氏 
过 程 . 
注 :定理 中 的 Cr[0,1] 可 收成 CCR+)， 


为 证 明定 理 6. 18 ,我 们 先 给 出 以 下 引 理 . 
引 理 6&19 设 信 ;一 0,1,…,} 是 马 开 链 , 则 


Pmax lt 一 个 | > 6) 
DSS 
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和 











后 | 一 名 | 人 > 3 


有 一 了 re. 这 时 
SEE 一 P(r > h), 


证 明 i 
PP. "Cmax | 二 一 | 过 

由 于 + 只 取 有 限 个 信 ， 
| 


P(r P| rhslt — 7 > 二 


十 也 ,| t+ 所 








SE ps 


| 四 于 | 二 一 z| > 可见 
(orl& Co) 一 工 | 返 了 | 人 > 
所 十 EE 1 一 6 > 也 :+ 及 





所 半 二 EE | 一 和 | 之 语 :r 世 4 多] 





世 寻 (6) 十 EE, 一 3| 之 二 


29408). 1 


定理 证 明 1) 令 
了 ”= {f;/ 为 [0,1] 上 的 2" 等 分 点 连续 折线 }， 


先 在 LI” 上 定义 测度 族 {p"} 使 得 


AD Cw 一 一 二 一 一 1 ， 


pwywm, E Alw, (Cn Sy) ,oo, 的 A) 
对 时 $s 二 0;t yf 成立, 其 中 一世 
工 ”中 和子 的 一 般 形 式 是 
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SE be rm san he ab = mae es nd 


me i 


» 
FO = Ot Gt TD a + rl tl) 


时 -1 





(6. 18) 
显然 "作为 CL0,1J 的 子 集 ,/ ,gE€L" 的 距离 Pp 满足 
ot ,gs) = max ox | A 经 ] 一 4[ 记 | 。 {6.19) 








令 人 ,是 如 下 瑞 射 : 
TA op CLO,1], 
(role Ts) fF) 

《区 (6. 1877. 田 56. 19 可见， 了 ,是 

连续 映射 ,因而 7 对 .3 可 测 . 进 

而 , 对 YA4E 吗 , 可 以 定义 

(C[o,1] ,用 ) 上 的 测度 、 0 1 


nA) 人 | 加 中 去 :azjP[ 去 teadz] 
oa (2 : 2 


1 
x 中 如 


由 于 工 o 是 T, 的 值 域 ,可 见 we 测度 集中 于 Lo 上 ， 

23) 设 以 zz 为 初 值 ,P(t;z,4) 为 转移 函数 的 马 氏 过 程 为 
如 (2) ,生成 的 测度 为 P:, 则 J 与 在 所 有 形 如 喜 的 二 分 点 组 成 
的 集合 上 的 有 限 维 分 布 是 一 样 的 . 但 是 ,由 Dynkin-Kinney 条 件 可 
知 永 (#) 在 [0,1] 是 随机 连续 的 ,因而 也 是 … 吝 随机 过 续 的 . 从 而 可 
得 ue" 的 -- 切 有 限 维 分 布 都 弱 收敛 于 已. 的 对 应 有 限 维 分 布 . 

3) 证 明 {m”"} 对 纪 收 化 是 紧 的 ,也 即 要 证 明 fpx2 作为 
Cc[0,1] 的 子 集 的 测度 是 胎 紧 的 . 


由 定理 条 件 , 取 8s 王 2 一 ,对 Y 50, 可 以 找到 NG,6) ,使 得 


P27 —Niz :> 3 
一 2 < EE 《6. 20) 


Ta 1 Tg" | 








只 
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Ki = tw€E CO x, sup, le tl Se), 


Ks; 一 (NK; 
-1 
由 于 两 端 固定 的 折线 比 直线 的 最 上 大半 区 间 握 幅 大 ,所 以 pCK8) 
* ( 当 所 林 让。 对 全 N22 定 交 
名 
任 j " 下 (站 Oh NY i 是 一 个 时 齐 马 开 链 . 出 引 理 6, 19 


max [Sm 一 ol 这 ?| 








过 2 max Plo; [Ew) — Seo (ew) | > 夺 


一 四 全 二) | 名。 一 加 zj 
Es 2e, C2 peany. 
于 是 由 (6. 20) 及 pCKs) 的 单调 性 ,我 们 有 


PR Yr 了 所 2 ope C2 "HY) < 人 CV 好 了 





其 而 
A Ke) 汶 -1 


由 于 不 ; 中 国 数 为 一 致 有 界 等 度 连 续 的 ， 邑 天 是 CLo,11 中 紧 子 
集 , 于 是 {x} 是 胎 紧 的 ,由 定理 6. 15 它 就 在 弱 收 化 意义 下 旦 紧 
的 , 即 3 mw 一 00 与 jE 人 BC(C[0;17]) ,使 得 pj* 信 jp. 由 2), 显 见 
za 一 已 Ts f 

推论 1 在 定理 6.18 的 条 件 下 , 若 又 给 定 补 分布 mtdz), 则 
存在 (CT9,1j, 各 (CT0,1]) 上 的 测度 jr}, 使 得 对 ¥YBEEE= 
久 , 有 








fo EE B) = otB), 
Fw EE Bloisu Ss) = PU os;%,,B), 
证 明 只 需 令 
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pz = Joldr)p(A) (Y AE B) 


即 可 . 1] 

推论 2 设 (CEo,1 ,多 (CD 了 90,1])) 上 测度 列 PP 对 应 于 初 分 
布 p. 及 对 #4 一 致 地 满足 Dynkin-Kinney 条 件 的 转移 函数 艾 , 若 
Lo) 是 泥 (57) 中 相对 紧 集 , 则 P" 蚌 多 (CL0,1) 中 相对 紧 集 . 

证 示 :1 后) 胎 紧 . 

推论 3 <- 维 Brown 分 布 的 随机 过 程 一 定 可 以 在 连续 函数 空 
间 实 现 ,也 即 BiM* 一 定 存 在 . 

















证 明 由 于 

5 .由 
(0)= s Qy < - d 
作 人 1 on [zy we CV DNA Ys > | 2 MM 

1 三 已 5 人 
< 一 一 二 J Ei NCB), 
vo! 
从 而 定理 6. 18 适用 寺 Brown 分 布 ,因而 它 可 在 连续 函数 空间 上 


实现 . | 

同样 容易 证 明 例 4, 例 5 中 的 过 程 都 可 在 连续 轨道 空间 上 实 
现 ( 留 做 习题 ). 

定理 6.18 的 证 明 的 3? 段 .可 以 - 般 化 ,抽象 为 以 下 的 定理 . 

定理 6.20 设 noE 吕 (Cr0,1])G3z1) 满 足以 下 条 件 ， 

0) 对 关 一 - 致 地 有 有 

ge" wl | 人 mW 一 0 CN 一 十 oo)， 

Cz) 对 任意 e>0, 对 一 致 地 {witE[0,1]} 概 率 连 续 , 即 对 % 

一 致 地 











A Cmax |m 一 中 | 人 可 一 0 (0), 
i | 


则 pg 具有 弱 收 合子 列 . 反之 , 道 命 题 也 成 立 . 
对 一 般 的 随机 过 程 ,我 们 还 有 一 个 关于 它 在 连续 函数 空间 上 
253 








实现 的 定理 , 它 对 于 独立 增 量 过 程 ,使 用 起 来 特别 方便 . 下 面 我 们 
给 出 这 些 定理 ,而 咯 去 其 证 明 ;: 读 者 可 参阅 1GJ 引 理 2 27 或 命题 
3.2( 第 211 页 ) ,或 1SY 第 17 一 51 页 . 

定理 6.21 设 是 一 个 取 慎 于 可 分 Banach 空间 2 中 的 随 
机 过 程 ,而 且 存 在 实数 >0,a>>0 与 M>0, 使 得 

El — tt] A MIi os|'t, 

则 < 可 以 在 连续 末 数 空间 CCL0, 十 oj 2 上 实现 ,而 县 这 个 
CfLo, 十 ce],se 上 定义 的 过 程 有 有 
中 | 一 s 1" 


1 一 2-*y el SERA si 





ro < 


宇 1 一 8 
对 某 个 s>0 成立. 

推论 ” 设 {PoE BCC[0,1])} 满 足 条 件 ， 

17 存在 正 数 &,8,M>0 使 

Eslt — él Mt ss)" 
2) 对 所 有 日 一 致 地 有 
PT 一 0 (当下 一 十 co)， 

则 存在 弱 收 伍 子 列 { 作 为 CL0,1] 上 的 测 庆 ). 


5. Di0,1] 上 的 测度 


一 般 来 说 ;给 定 了 取 值 于 度量 空间 的 转移 函数 族 
{PGyzY ,A)} ,对 应 的 马 氏 过 程 并 不 一 定 能 在 连续 轨道 上 实现 . 在 
第 四 章 与 第 五 章 中 我 们 已 经 看 到 了 反例 ， 
因此 ,我 们 有 还 一 步 再 考虑 给 定 了 转移 函数 ,在 什么 条 件 下 它 诀 
定 的 马 氏 过 程 可 以 是 几乎 全 部 轨道 右 连 续 而 且 具 有 左 极限 的 ,也 
邯 它 可 以 在 可 连续 .具有 左 极限 的 轨道 空间 ( 记 为 五 [0,1I]) 上 实 
现 . 令 
DL90,1] 会 {7;f ;00,1] 一 527, 具有 性 质 1) ~ 4))， 

其 中 性 质 1 一 4) 为 ， 
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a Me 


1) limfe= for Y_ OSI 1 

2) lm = fe YY 0HE1: 

3) fi: = fr Y OREt<l. 

4) 广 . 一方 ， 

在 DL0,1] 上 ,如 革 引 入 像 在 Ci0,1] 上 那样 的 距离 ,即使 2 
二 RR' ,我 们 所 得 到 的 度量 空间 也 是 不 可 分 的 ,这 是 因为 若 /, 疗 /， 
那么 的 间断 点 必定 是 ftx 充分 大 ) 的 间断 点 ,而 在 [0,1] 上 可 有 
不 可 数 个 彼此 距离 都 为 1 的 函数 . 为 此 ,在 五 [0,1] 上 我 们 需要 将 
原来 的 一 致 收敛 拓扑 略 加 修改 ,引入 Skorohod 插 扩 . 


令 


4 一 Ti 是 [0,1] 一 10, 1 单调 .一 对 一 的 在 上 连续 映射 }， 

定 沁 &.5CSkorohod 拓扑 ) 设 有 DD[6,1j 中 的 函数 序列 大， 
我 们 称 f. 在 Skorohod 意义 下 收 全 到 /( 记 为 上 全 让, 如果 存 在 
函数 序列 入 (1) ,使 得 

17 Ce* EEA, 

2) sup | —t|I—0 《十 cc》 

Dt] 
3) sup| /a Chl)) TO0 Cn 十 cc). 


令 





ACS= {AE A; .Sup 0 一 zi £}， 
dlrsy) 一 inffe > 0 4 扎 ,使 得 
2 | 人 一 CA | < es) 
容易 验证 ;dC。,，) 是 DL[0,1] 上 的 一 个 距离 . 而 且 对 Y 大 ,/ 
ED[90,1], 称 户 访 1 ,如 果 d(f, 放 一 0. 此 外 ,应 该 指出 ， CL0O,1] 
二 DL0,1j, 并 且 在 CL0,1] 上 ,对 ¥ 无 ;FECL0,1]; 我 们 有 
dCf.,1) > 0 当 且 仅 当 /六 蔗 . 
但 不 幸 的 基 DL0,1] 在 4(，,*) 下 不 完备 . 如 令 
day) inffe 汪 0; 了 3] 4 亡 A1 使 
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Sup , |x) 一 y(tA()) | 起}， 
其 中 
log 29 二 < 
可 以 证 明 号 是 与 4 等 价 的 距离 ,而 上 且 在 dot，,，) 下 DL0,1j] 完 备 
[LB] 

还 应 注意 ,do《，,，*， ) 与 DL0,1] 的 线性 结构 是 不 相 容 的 ,因此 
DL0,1J 在 do 下 并 不 是 一 个 线性 拓扑 空间 ,然而 是 一 个 完备 可 分 
的 度量 空间 ,大 生出 开 集 生成 的 -代数 佑 CDL0,1]}( 据 扑 o- 民 
数 ) 就 是 由 坐标 过 程 六 生成 的 o- 人 代数， 

YaradhanLV .J 利用 PL0,1j 空 间 上 松 率 分 布 的 弱 紧 条 件 重 新 
证 明了 Kolimogorov 关于 随机 过 程 能 在 PL0;1j 空 间 上 实现 的 敌 
条 件 的 定理 及 Dynkin 关于 马 氏 过 程 能 在 DL0;1j 空 间 上 实现 的 
一 致 at1) 条 件 芍 定理 . 这 不 仅 在 方法 上 更 统一 ,更 现代 化 ,而 旦 更 
符合 直观 . 由 于 Varadhan 的 证 明 很 难 在 一 般 书 上 找到 ,但 它 太 
长 ,我 们 在 这 里 介绍 Varadhan 的 证 明 央 要. 为 此 ,我 们 先 列 出 
DL0,1] 空 间 上 连续 模 的 一 系列 事实 ,它们 是 不 难 证 明 的 (可 参见 
[LB]). 

记 


人 站 2 EE A;sup 
5 








< 








wzLa,b] 全 ,Sup, | 无 一 无 | 
《orka: 的 是 了 了 在 La,6 上 的 最 大 振幅 ) ， 
wr(39) A sup， nt, (or[ayc] V wless)), 
8) sup, [fi A Af of ), 

则 我 们 有 

1) wr (Ow (Eo (6; 

2) 对 于 有 界 函 数 了 ,有 /EDL0,1] 当 且 仅 当 色 (86) 一 0(8->0) 
(或 ww? 6) 0,00), 


3) -x (CDL0,1) 是 DL0,1] 中 相对 紧 集 的 充 要 条 件 为 满足 
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以 下 两 条 件 
(CK1) -ez 中 所 有 函数 在 [0,1] 的 一 个 稠 集 上 一 致 有 界 ; 
( 开 ,) 对 GE.ez 一致 地 有 
oA 十 mr[L0, 人 ] 十 mr 一 6 一 0 (一 0 
(参见 [BjJTh14. 4), 
定理 6.22 取 值 末 的 随机 连续 的 随机 过 程 上 如 果 满 足下 列 
的 Kolmogorov 和 矩 条 人 忻 :] PD rr 0 及 YY 0 和 1， 有 
CO 使 
Ell C—O Ct C— tt, 
夺 末 # 可 以 在 PL0,1j 中 实现 ; 即 3 DL0;1] 上 测度 Q@, 使 PPL9,1] 
坐标 过 程 f, 在 包 下 的 分 布 与 在 请 下 分 布 相同 . 
其 证 明太 体 有 下 述 几 步 ，; 
第 一 步 ; 对 于 0<a<1,M>0, 令 
Ln = {f. € DIO,1J1Y 之 吉 ,j 壕 27 一 1, 有 


| — fz 
2 2 











V | 疙 一 二 | 一 we 





则 
ly YAEL,, 


,| 1 er 
oF | 去 | 二 2M 了 一 《从 而 snp (67 一 0( 一 0)). 


1 1 Dit 1 
?1 去 ， 








PC 21 一 IT 
第 二 步 : 作 总 的 阶梯 近似 . 令 


于 一】 
br A PIE) + £4111, 
jo 加 可 四 


PY 全 下 CE 
则 对 忆 [0,1] 坐 标 过 程 大 一 六 有 : 
Er™ [六 fF j* [大 了 19) 一 Ef{ | $e ?| 6 [7 


Bt OC— a|t". 





由 第 一 步 之 2) 可 选 N, 当 nn 宇 N 时 有 PP" CL ) 这 1 一 字 : 另 一 


方面 由 有 的 随机 连续 性 ,可 推出 当 4 很 太 时 ,Po 后 | 人 >4) 对 因 
一 至 地 小 ,有 上 且 当 z 小 时 PT 一 奋 | 庄 ey ,PU 一 厨 | 实 e} 也 对 


7 一致 地 小 . 选 N ,使 APN 时 有 了 (I, 之 1 一 子 , 令 
天 一 Zr 门 和 | 太一 切 有 理 数 ty€ [0,1]) 
N00 NN 1 

可 以 证 朋 : 选取 适当 的 4;;65 可 使 P(K) 疡 1 一 ,而 且 下 是 
DLo,1] 紧 集 ; 于 是 卫 “ 胎 紧 ; 从 而 由 Prohoroy 定理 得 到 1P”*} 是 
(DL0,1]) 中 相对 紧 集 . 

第 三 步 : 任 取 {P”} 的 一 个 弱 极 限 点 CD[L9,1] 上 测度 )@, 由 局 
的 随机 连续 性 可 推出 DD0,1] 的 坐标 过 程 fi 在 P"* 下 对 的 一 致 
随机 连续 性 ,从 而 得 到 在 已 下 的 随机 连续 性 ,最 后 导致 P 中 的 
有 限 维 分 布 趋 于 @ 的 有 限 维 分 布 . 从 而 的 有 限 维 分 布 与 有 & 的 相 
同 . | 

在 定理 6. 22 的 证 明 过 程 中 ,实际 上 也 证 明了 

定理 6.23 设 取 值 于 六 的 D[0,1] 上 测度 列 P"m 对 坐标 过 程 
了 满足 

1) 一 至 天 olmogoeroy 矩 条 件 : 了 户 ,e 六 0,r0C>0, 使 

Ef ff fl EC ot 

(对 ¥ 0O< tl) l 

2) 忆 (| 六 | 之 4 一 0(4eo) 在 上 的 一 个 笛 集 上 关于 ”一 致 
成 立 ; 

2Z58 








3) 记 美 于 PP 在 t=0,1 关于 一 至 地 随机 连续 ， 
那 末 ,{P"} 是 名 (DL9,1]) 中 相对 紧 集 ， 

定理 6.24 给 定 请 上 转移 函数 (PG;x,4)} ,如 果 满 足 一 致 
o(]1) 条 和 件 :人 8) 二 501) (0), 则 它 可 以 在 DL0,1] 上 实现 . 

注 :DDL0,1j 可 改 为 DCRY)Y. 

其 证 明太 体 与 定理 6. 18 及 定理 6. 22 相仿 : 先 构造 -一 个 以 
{PG;z: 有 A 为 转移 滑 数 的 马 开 过 程 有 F342 ,由 一 致 o01) 条 件 可 知 
7?() 随 机 连续 . 为 找 ?99 的 右 连 堪 极 修正 ,构造 P" 如 定理 6. 22. 
最 主要 之 点 为 证 明 

lim supP™ Cw {0) 宇 6) 一 0， 
其 中 Pw (3) 起 的 作用 裕 如 定理 6. 18 中 pe Sup ,| 一 地 . 
为 了 证 明 它 ,考虑 马 氏 链 6 及 停 时 
ro 一 0， 


Er -一 inf {3 > 0, 16 ， ll 四 [| > £}， 


ko 一 maxtjt; nO 1}, 














便 有 
PT A Ah ni, Ad) 
<P" [H+ Pm | 
及 n 
十 .…. 

二 P™ Dn 1 (Vk) 

和 
pd) 
[a Ty 

P| <o)< i 

以 太 
supP™ 己 填 ja- 《并 > co )。 

于 是 
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十 Pir1te) 


pe ld) 
1 一 ps 人) 
一 ofl) (6— 0)., 


Petm A A rh, Sn) inf E 





再 由 
dm? (0) > 2e} TC {Tt A A Te En} 

就 推出 所 要 的 极限 式 . 

余下 的 只 要 仿 定理 6. 18 的 证 明 即 可 . 

推论 1 存 定 理 6. 24 的 条 件 下 , 若 久 给 定 初 分 布 potdxz), 则 
存在 (CP[0,1] ,有 (CD[I0,1 上 ) 上 的 测度 pk， ,使 得 对 Y 号 E 声 , 有 

iw EE BB) = PCB), 
Hw EE Bloat Es) = PU sw B). 

推论 2 设 CD[0,1j,: 侈 CD[0,1])) 上 测度 列 了 中 对 应 于 初 分 
布 及 对 一致 地 满足 一 至 ol1) 茶 件 ( (一 oC1)(840, 对 n 
一 致 )) 的 转移 函数 族 , 若 {p) 是 . 宛 (R?) 中 相对 紧 集 , 则 PP" 是 
CDL0,1) 中 相对 紧 集 . 

推论 3 随机 连续 的 < 维 时 齐 独 立 增 量 过 程 12:0 扫 1 委 1) 订 
以 在 五 [0,1] 中 实现 5 即 存在 轨道 属于 Lo,1] 的 时 齐 独 立 增 量 过 
程 吉 ,使 与 有 相同 的 转移 闲 数 族 ( 是 Levy 过程》. 

注 1; 过 答 总 称 为 随机 连续 的 ,如果 Y se>0 有 

Plt, C—O (0). 

注 2; 叶 齐 的 马 氏 过 程 为 独立 增 最 过程 当 匡 仅 当 其 转移 断 数 是 论 间 齐 次 

的 , 即 Y xy 有 














PT = 二 
其 中 了 十 和 一 《7 十 93 区 后 开 上 
注 3; 叶 阁 的 独立 增 量 过 程 ( 只 要 利用 注 2 为 随机 连续 当 且 各 当 转移 责 
数 满 契 一 致 1) 条 件 : 
pd 0 0). 
例 6. 7(CCauchy 过程) 转移 密度 





上 
PAT) TR Fy yy 
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出 第 五 章 讨论 的 合子 可 知 , 它 对 应 葛 蕊 氏 过 程 可 以 在 万 [0, 十 oo) 
上 实现 ,但 不 能 在 Co, 十 ce) 上 实现 ( 见 例 5.1). 这 时 
t 2 1 
VD sp], rT 0), 
这 里 者 (86) 二 0o(1) ,人 (0) 关 006). 


有 关 本 节 的 内 容 的 细节 , 讨 参 考 [B]. 














习 题 





1. 设 zx, 是 取 值 于 R' 的 随机 变量 ,二 一 ze 十 上 试 证 阴 {zt 宇 
0} 是 -… 个 马 氏 过 程 ,P f(r) 一 fz 十 虽 ; 而 且 到 人 ) 一 了 (ry 
的 定义 域 2(-ez) 一 Ce (函数 本 身 及 其 导数 一 臻 连续 有 界 ). 

提示 先 证 咀 J(.2) 中 的 了 必定 一 致 连续 ,再 证 明 荆 Crtz 十 4) 一 





f(z)) 的 一 致 收 笋 极限 (t+ 9) 仍 足 有 界 一 致 连续 两 数 ,也 即 和 5 有 界 - 致 和 





续 ; 最 后 证 明 半 一 fCxy 
2. 令 运 是 常 微分 方程 .一 6CxwJ 之 解 ,其 中 CzyER， 
Pr) = fx). 
试 证 明 ~ 切 一 阶 连续 可 导 的 紧 支 集 活 数 在 {PD) 的 生成 元 -sz 的 定 
多 城中 ,向上 且 





wf) = Dotr) ED. 
i—! CALS 


3， 试 求 Poisson 过 程 对 应 的 半 群 与 无 穷 小 生成 元 . 


4， 令 


试 求 由 Q 决定 的 强 连 续 收 缩 正 半 群 及 它 对 应 的 马 氏 过 程 的 转移 
阵 Pe). 
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a 


答案 : 








2 ea 1 一 e-y 
3 3 
F(t) 一 , 
2 2e” 1 二 2e* 
3 
5， 设 如 = (gq) 使 gj 守 0G 关 让, 了 gj = 一 g 一 9; 庆 0, 而 
jt 


日 supg; 所 十 co. 试 求 出 以 QQ 为 Q@- 第 阵 的 -过程 对 应 的 半 烙 及 其 
6 在 上 题 中 如 取消 条 件 szpeu < 十 co ,对 应 于 妨 的 最 小 已 过 
程 的 半 群 及 其 生成 元 是 怎样 的 ? 

7， 设 {BtER' 1) 与 1|B,|;t 人 ER+:;: 分 则 是 Brown 运动 与 反射 
Brown 运动 , 令 
C2 一 {具有 二 阶 连 续 导 数 的 紧 支 集 正清 数 ) 

斌 证 若 ¥ JE 全 , 且 子 的 支 集 在 60, 十 cy? 中, 则 地 同时 在 上 述 两 个 
过 程 的 生成 元 定义 域 中 ,并 且 两 全 生成 元 对 了 作用 的 值 都 是 


壮 挛 . 试 设法 构造 上 述 两 过 程 对 应 的 半 群 
提示 : 取 
BS (CR) 一 {f;f 是 入 上 有 界 一 致 连续 函数 ) 二 CCR) ， 
BCR A CRTY NN {ff 0 +) = 0), 


8 令 








rf 
PHU) T RE TF 


称 以 {pCG;x,y)} 为 转移 密度 族 的 马 氏 过 程 为 Cauehy 过 程 . 试 证 
明 它 的 无 闪 小 生成 元 的 定义 域 多 (ey) 包 舍 

Ce 一 {ff 的 二 阶 导数 一 - 致 连续 }， 
而 且 对 AE Ce ， 


-a f(r) 一 1[ ~ [f(y) 一 DL (3 — xX}| 





dy, 
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i 


其 中 tg ' (tx) 二 arctgx. 
提示 : | + 
9， 斌 证 明 一 个 收缩 半 群 {P,} 使 得 PP.1 一 1 当 且 权 当 1€ 
Zt),H a1=0. 
10， 谜 证明: 若 当 9 一 0, 有 
WE)》 一 sup Plts TY ED 


ee 


则 对 取 值 于 多 中 ,以 {Ptyx,4)) 为 转移 兽 数 的 马 氏 过 程 的 半 群 
的 强 过 续 中 心 一 定 包 含 全 体 一 致 连续 岁数， 

11， 求 习题 1 中 过 程 的 弹 生 成 元 . 

12， 设 (1PGsz4)} 是 一 个 紧 麻 量 空间 2 上 的 马 氏 过 程 的 转 
移 话 数 , 并 且 CC 3 022 上 连续 函数 ) 在 它 的 半 群 的 强 连续 中 心 B， 
中 . 试 证 明 

pe 0 (一 00g) 的 定 光 网 10 题 ). 
13， 斌 证明: 对 Y 4 0, 半 群 的 预 解 式 玉 ; 有 
六 一 Rf 十 CA 一 4 瑟瑟 六 

并 由 此 证 明 :RBo 与 A 无关. 

14， 试 求证 一 个 时 齐 马 氏 过 程 若 汶 Gauss 过 程 , 而 且 均 值 为 
pan 





itE de = 0, 


Pliyx,A) 一 





上 2 
2Ky 一 ex) 中 


Te | (ew — 1) 


而 且 Ci 一 切 二 阶 导 数 连 续 的 紧 支 集 实 函 数 全 体 ) 二 名 (er) , 进 一 
步 求 : 

《1) Jer 在 C3 上 的 表达 式 ; 

(2) 当 &<0 时 的 平稳 分 布 As 

(3) 设 #= {55tER1) 是 以 为 初 分 布 p(t;x 4) 为 转移 函数 
的 平稳 蕊 氏 过 程 , 记 RO 一 包 &6, 试 用 RC， ) 表 示 &a 与 6. 

15， 令 = 各 十 fir. 殊 ,二 gl& ;ws1) ,其 中 是 取 值 于 (RR', 加 1) 
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的 随机 变 其. 试 证明 信 ,1E R1) 昨 一 个 Feller 过 程 . 又 令 {1 
宇 0} 是 具有 下 面 的 转移 概率 族 1P(t;z,4)) 的 马 氏 过 程 











ttA), TT 0 
Pu:r,A) 一 人 4》， i 
二 [3C4) + -CA)], z=0, 
试 证 明 {17 不 是 Feller 过 程 . 


16， 设 {8B.;tER'1} 是 一 个 Brown 运动 ; 令 fr 二 in{{1 辣 0; 上 万 
(0,1)} ,又 设 B。 二 xE (0,1). 车 将 BB 在 r+ 以 后 蕉 止 ,而 得 取 值 于 
(0,1) 的 马 氏 过 程 7. 求 7 的 无 穷 小 生成 元 作用 到 在 (0,1) 上 二 阶 
导数 有 界 而 且 一 致 连续 的 函数 上 的 取 值 . 

17. 证 明 Blumenthal 0-1 律 : 若 马 氏 过 程 { 刀 ,多 ,ER 是 
一 个 轨道 右 连续 的 Feller 过 程 ,BE [] 多, 则 PCB) 一 0 或 1 

18， 设 信 ,. 多 ,1tER+} 是 右 连续 Feller 过 程 , 令 

row) 一 int 人 人 2 0 并} 
风 存 在 x) 空 0 使 得 
Pri) =e YY (> 0), 
而 且 z 与 六 相互 独立 . 
提示 : 先 证 了 ;Cr 将 1 十 一 Pr>2)P,(r>>s). 
19， 设 信芳,;n 字 0} 是 马 民 链 ( 状 态 空 间 不 一 定 离散 ), 令 
ea = 当 夺 基底 ; 
十 cc， 当 名 二. 
证 明 ;存在 gx) 全 [0,1j 使 得 
P(t = nn) = (1 or) g(r)™!, 
而 且 * 与 把 相 了 独立 ， 
20， 令 


BE) = {FE CLO 六 (0 十) 一 PCL 一) 一 0)， 


rf 言 户 (¥ FE TPN. 





264 


证 明 ;.w 是 一 个 强 连 续 收 缩 正 半 群 P, 的 无 穷 小 生成 匹 , 而 且 产 
的 强 连 续 中 心 (定义 域 ) 为 
CL0o,1], Pl 一 1. 

21， 试 证 上 题 的 半 群 对 旗 一 个 马 氏 过 程 : 记 其 转移 范 数 为 
Pltszsdy):, 则 


Peiszx, {yi IT— yy| 6}) 
t 


提示 :注意 对 YY xE€ [0,1 及 >0, 仓 在 EC) /之 1 并 使 fly) 一 





-0 (Cy 0), 





sup 
T 


0 当 !17 一 y1 开 109)>0, 当 1 一 y1 之 台 


22， 用 条 件 期 望 的 形式 , 写 册 如 下 方程 的 解 ; 


fo te 


limW i, x) = f(x), 
其 中 .x 是 马 氏 过 程 上 一 { 人 多, 的 生成 元 ,PE 5). 
提示 , 考虑 (foz) 一 | 已 Ce6.))dz 
23， 误 各: 多 ,ii 如 )} 是 时 齐 强 马 氏 过 程 . 仿 总 0， 
rt inf 人 0i5 = 1}, 
fr = inf {# >> 总 = 全}, 





已 知 
Po + oo) =1, Plr 二 十 oo) = 1. 


rer = nftt > O80, , = 0},， 
ras = inf{t > 055 一 1 了 次 1. 
求证 : {ro im 一 1,2, 与 {1ra 5 一 01…} 都 是 独立 同 分 布 序列 . 
24. 试 证 明定 理 6.8 的 条 件 :Fetler 过 程 这 一 要 求 可 放宽 为 
存在 一 个 有 和 界 可 测 函 数 集 .名 的 子 和 集合 多 o, 使 双 。 在 有 界 收敛 意 
义 下 在 久 中 稠 , 并 且 对 Y FE 汐 ,, PFCz) 是 连续 丽 数 ， 
25， 设 
265 ， 


有 右 连 续 的 Feller 过 程 上 舍 下 和 是 + 六 是 上 的 状态 空间 2 
中 的 一 个 开 集 . 令 
t= nf{ii 06 EE D}; 
又 若 存在 常数 了 与 3>0* 使 得 
PrsTJ)D 人 (对 YE 玉成 立 )， 


则 对 Y < 
PofrPTTsT 一 全) 
而 是 Er 所要. 


26， 在 上 上 题 若 万 是 一 个 紧 上 集 , 了 ,{f 之 00) 半 0 对 ¥Y XED 成 
立 ， 则 ET 有 四 . 
27， 试 举例 说 明 上 距离 空间 上 的 概率 测度 地 并 不 能 保证 
对 Y 可 测 集 4 与 有 界 可 测 函 数 上 ,有 
Ar) 一 AC47 与 | maa 一 [fucdr) 
成 立 ， 


提示 , 考 虞 独立 网 分 布 具 有 分 布 密度 p(z) 的 序列 名 .及 3, 一 汉人 5 
在 R 上 决定 一 测度 族 , 它 是 红 收 伍 的 . 

28. 设 上 是 完备 可 分 距离 空间 下 上 的 概率 测度 , 试 证 明 它 蚌 
胎 紧 的 . 

29. 设 上 "是 完备 可 分 距离 空间 世上 的 两 个 测度 , 则 wz 一 ， 
当 且 仅 当 





| Preeucda 一 | Feed 


对 ¥ EC ID) 成 立 ， 
30， 试 证 明 :一 个 完备 可 分 距离 空间 上 概率 测度 是 正则 的 , 即 
对 任意 可 测 集 4， 
uCAY = inf pCO) 一 suPACC) ， 
其 中 心 ,C 分 别 事 各 一 切 开 集 与 闭 集 . 
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dr ee 





31， 试 证 明 :对 任意 的 独立 同 分 布 序 列 {,), 若 满足 
EX; = 0, EX =1, EX!~—M < 


令 
XO) = 0， 
X,, 当 4 = 二 (= ,2 
攻 .(1) 一 | 
线性 插值 ， 在 | ,二 | 中 人 一 292D， 
P. 是 由 {X02) ,EEL0,1]) 决定 的 分 布 , 则 PP, 在 C10,1] 中 弱 收 鲸 
到 Brown 运动 的 分 布 . 


提示 ;利用 定理 6. 18. 
32， 斌 证明: 若 蕊 氏 过 程 & 的 转移 如 数 注 足 Dynkin-Kinney 
条 件 , 则 它 的 生成 元 一 定 是 局 部 的 ; 即 对 
ft) 一 2(7) (对 了 后 19351393 一 zol 二 自 成 立 )， 
fg € BU), 





则 

fr) ET (TE (yly— zol 所 成 并 ). 

33， 设 马 氏 过 程 是 取 值 于 紧 上 距离 空间 8 的 马 氏 过 程 ,其 
转 称 函数 族 为 {fpG;x;A)} ,其 无 穷 小 生成 元 为 -7 ,多 (.27) 是 
的 定义 域 . 若 对 Y zo€ .57, 存 在 非 负 函数 f€ 名 (ey), 使 得 


f(D=0, 当 Iz 一 zx 之 二 


3? 





f(x) 0, 当 lr x 之 笠 ， 


则 对 {pCG;z1A)}Dynkin-Kinney 条 件 成 立 ， 
34. og 有限 测度 y 称 为 马 氏 过 程 上 的 不 变 测 度 ,如果 


[pcasz, Tdz) 二 p(T (可 测 )， 
证 明 BM* 不 存在 有 限 不 变 测度 . 
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第 七 章 ” 相互 作用 粒子 系 .渗流 与 
点 过 程 的 数学 模型 


近 二 十 年 来 ,若干 个 新 的 随机 过 程 分 支 迅 速 地 发 展 起 来 . 它们 
不 仅 本 身 具 有 丰富 的 数学 内 容 , 提 出 了 大 量 富 于 刺激 性 的 新 闻 题 ， 
与 其 它 领 域 建立 了 许多 出 平 预料 的 联系 ;而 且 其 中 有 不 少 友 过 来 
对 发 源 它们 的 领域 有 了 深刻 的 影响. 例如 ,相互 作用 粒子 系 ,渗流 
等 间 题 是 由 统计 物理 中 的 问题 提出 的 ,在 六 十 年 代 末 开始 形成 为 
一 个 数学 分 支 ,近年 米 这 个 方向 上 的 发 展 对 统计 物理 产生 了 很 大 
影响 ,被 誉 为 数学 反 过 来 向 物理 输出 的 范例 之 一 . 

作为 一 本 随机 过 程 基础 的 教材 ,本 书 不 可 能 深入 地 对 这 分 支 
展开 讨论 , 本 章 的 意图 是 向 读者 简单 介绍 这 些 领 域 中 的 基本 模型 
与 概 狐 . 有 兴趣 的 读者 可 进一步 参阅 有 关 专 著 [L],[D,], [Ch]， 
[sn],LDV],LKaj] 等 书 . 














1 相互 作用 粒子 系 的 数学 模型 
1， 例 与 简单 的 概念 


白丁 经 典 的 Gibbs 平衡 态 中 出 现 了 有 趣 而 有 吸引 力 的 相 变 现 
象 ,日 然 地 ,人 们 希望 能 对 以 Gibbs 态 为 平稳 测度 的 动态 发 展 过 程 
给 出 清晰 的 描述 ,从 而 提出 了 相互 作用 粒子 系 的 数学 模型 一 一 
种 新 型 的 马 氏 过 程 . 从 数 党 的 角度 看 , 它 是 马 氏 过 程 发 展 的 新 起 
点 , 它 提 出 了 一 系列 具有 刺激 作用 的 产 问 题 与 新 方法 . 

为 了 使 读者 易于 了 解 ,让 我 们 从 两 个 极端 简单 的 粒子 系统 的 
描述 出 发 . 

例 1C 有 限 铁 磁 粒 子 系 ) 设 有 N 个 铁 磁 粒子 ,其 中 每 个 可 处 

268 





























于 正 刍 棚 机 种 状态 (以 二 1 表示 外 令 9 一 人:2)2 一 (一 1， 
1 入 ,粒子 系 可 能 的 状态 是 5 中 的 一 个 元 素 , 称 之 为 一 个 态 或 状 
态 .S 中 的 … 个 元 素 称 为 - -个 格 点 . 我 们 将 在 格 点 x 的 粒子 在 时 刻 
i 的 状态 记 为 二 (Cx) ,整个 系统 在 时 刻 上 的 状态 记 为 C=( 训 (xz 
ES 则 二 一 人 4 中 是 一 个 时 齐 马 氏 过 程 ,而 且 


P{ > ac) — Gtr) | > 2) = od), C7. 1) 

PE 一 上 一 9) mA od), CP. 2) 
其 中 

= usu € Sy, 

Fx) = Vu) Bu Ax Vr) = Yr). 

最 然 这 时 是 一 个 以 57 为 状态 空间 的 有 限 马 民 链 {Q- 过 程 ). 
| cy,2), $= 7; 
0， ELMxE SU {ns 


-i 


一 > VCc(89 十) “一 了 
本 ES 


《7. 1) 式 意味 着 在 无 穷 小 时 间 内 只 允许 最 多 有 一 个 粒 于 改变 状态 ，; 
而 (7.2) 式 说 明 粒 子 系统 5 在 组 态 有 ”时 , 它 位 于 格 点 x 处 的 状态 发 
生变 化 的 速率 是 c(t,7). 于 是 蒜 是 以 (ww ?为 和 - 阵 的 马 氏 链 , 它 与 
BM 不同 ,后 者 满足 


lim sup 去 PC4i 和 | 一) 一 站 


因而 具有 连续 轨道 ， 但 满足 (7. 2) 的 前 者 则 不 可 能 . 
这 里 讨论 的 是 有 限 粒 子 系 ,然而 有 趣 的 相 变 现象 丛 巧 只 在 无 
穷 粒 子 系 中 发 生 . 

例 2 相互 独立 的 粒子 系 ) 设 在 例 1 中 ,3 改 为 $S= ze( 可 数 
集 ), 但 c(7yz) = 一 cyCzr) yz) 与 了 在 其 它 位 置 的 状态 无 关 , 这 意味 
着 各 粒子 的 运动 是 相互 独立 的 ,因而 可 将 .在 威 是 可 列 个 相互 外 
芯 的 随机 过 程 传 (x) ;zx€ 58) 来 处 理 . 这 就 与 许多 经 典 概 率 论 的 间 
题 并 无 多 大 差别 了 ， 
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然而 最 有 兴趣 的 却 是 无 穷 的 相 也 作用 粒子 系 . 
例 3 无穷 相互 作用 铁 太 粒子 系 ) 在 例 1 中 5 下 为 S$ 一 2“, 这 
时 订 能 
De rz) 一 十 cc. (7.3)》 


于 是 鱼 少 它 不 再 是 可 数 状 态 马 民 链 . 在 (7. 3) 成 立时 ,9 就 是 有 最 时 
状态 .这 样 的 马 氏 过 程 既 不 同 于 我 们 在 第 四 章 研 究 过 的 可 数 状 态 
马 氏 链 , 也 不 同 于 像 BM" 这 样 的 连续 过程. 
对 于 不 可 约 可 数 {( 或 有 限 ) 状 态 马 氏 链 ( 息 -过程 ) ,我 们 不 难得 
到 它 的 有 限 不 变 测 度 最 多 只 有 一 个 , 设 为 {6}. 而且 这 时 
Pitt) + pH CE 二 0). 
因而 无 论 从 什么 初 分 布 出 发 ,P 二 (piy) 次 定 的 计 程 $ 满足 
P(E = >p (Bt 00), (7. 4) 
但 是 对 于 例 3 中 那样 的 系统 , 当 4 实 2, 就 有 可 能 有 多 个 不 变 测 度 ， 
因而 从 不 同 的 初 分 布 出 发 ,C7.4) 中 的 极限 就 不 同 了 ， 
当 cp,z) 依 赖 于 某 一 参数 asc 0y ,TT) 二 clF ,Xsa) ,而 当 a 取 不 
间 的 值 ,不 变 测度 的 唯一 性 (或 个 数 ) 发 生变 北 就 称 为 相 变 发 生 , 这 
是 无 穷 相 互 作 用 粒子 系统 特有 的 现象 . 
一 般 地 ,可 取 = ,其 中 所 是 ~ 个 格 点 上 的 可 能 状态 集 , 很 
名 问题 中 取 玉 为 一 紧 集 ,5S 为 一 可 数 集 ,通常 是 8, 而 在 无 穷 小 时 
图 ,最 多 允许 有 有 限 个 粒子 ( 格 点 ?同时 改变 , 即 
Pl 2 |，aCz) ~ ELT = 00) = 0h). (7. 5) 


这 时 相应 于 (7. 2? 的 是 
P&E = 人 六, EAIE =D = eer, A oA), (7.6) 














其 中 
ff?Cx)s 工区 了 3 
入 (Xx) 二 zc， 7ET. 
了 为 5 中 有 限 集 ,4CE”, 而 cr(7,d6) 称 为 速度 函数 .因而 (7, 5) 与 
C7. 8) 就 决定 了 过 程 的 “ 形 趟 无 穷 小 生成 元 ”_ef 应 为 
270 


f= pl [WS — fn erty, do). 《7. 7) 
了 TOS 


有限 
(7.7} 可 由 07. 5),(7,6) 不 严格 地 如 下 导出 : 
TP,f — fC) 


一 二 |crep — fo Pesn,dh) 
一 tl mf) — FO Etcr Fdt) 十 ef] 


i > Cf 8B) 一 fg crs dt). 
为 了 给 出 -ef 的 定义 域 中 的 一 个 方便 的 筒子 集 , 令 
Atz)y A sup([f OD — FO NE ES, 
?697 = Cv) 对 YY 
PED) = {FE CAAT); A Zh) < 十 o0}. 


可 以 证 明 :5020 在 CC22) 中 笛 ， 而 且 当 
Sop, supcr Cy, E') < co 


TE 


的 时 候 ,(7. 7 右边 级 数 一 致 收 伍 到 C,(57) 中 函数 ,并 有 
He fl Ssup Dy super Cy, ET IF. 
ES LETTIES 
如 


人 7 有 
类 伺 于 第 六 章 中 所 述 的 由 形式 生成 元 构造 半 群 ,进而 构 洁 过 
程 的 程序 ,我 们 可 由 -sz 的 定义 (7. 7) 去 构造 过 程 . 这 里 让 月 详细 
讨论 ,可 参见 [LjCh. 1. 3. 
无 穷 粒 子 系 的 有 趣 结 果 往 往 都 是 结合 具体 情况 ,对 特殊 的 速 
度 郊 数 “7 3 而 得 到 的 ,所 以 我 们 给 出 几 个 重 村 的 具体 模型 , 


2， 一 些 重 要 的 具体 模型 


1) lsing 模型 (无 外 力 情 形 ) 
这 是 最 早 引 起 广 证 注意 的 无 穷 粒子 系 模型 其 中 5=2Z*, 玉 二 
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Ch i st 


{一 41417, 而 里 cry ) 二 0; 当 | 了 | 实 ?. 此 即 例 3 中 的 情况 . 进而 
再 假定 














a Rr) 

ck9， 一 WE) = ” 
这 里 是 系统 的 非 负 参数 ,在 铁 磁 粒子 系 中 它 由 系统 的 温度 决定 
(与 绝对 温度 的 倒数 成 比例 ). 加 以 看 出 当 位 置 z 的 极 向 与 其 领域 
中 各 点 都 相反 , 则 极 向 翻转 的 概率 大 . 这 意味 着 系统 具有 取 一 致 极 
向 的 倾向 . 特别 当 8=50, 则 系统 是 无 相互 作用 的 , 即 各 格 点 处 的 粕 
子 相 互 独立 ,所 以 当 +> 十 cc 系统 有 了 唯一 的 极限 分 布 , 它 是 














2 2 
对 Tsing 模型 ,首要 的 问题 是 确定 对 什么 样 的 8,d,#. 是 贺 历 
的 . 毕 实 上 , 当 d= 二 1,8 这 0,&. 永远 遍历 ; 当 4 这 2, 存 在 一 个 临界 值 
8 使 当 8 这 换 历 ;而 当 PP> 训 , 则 不 般 历 , 它 有 多 个 不 变 测 度 ， 
这 正 是 相 变 现象. 不 同 的 不 恋 测 度 对 应 于 统计 物理 中 不 同 的 相 ， 
2) 表决 模型 (Voter Modely) 
这 里 ={0,1}*. 当 |T| 宇 2 时 ;cr9;*) 一 0, 而 且 


一 1 1 
| 1 1 | 的 可 列 (2*) 乘积 测度 ,也 即 .是 遍历 的 . 





Cin 0) A cps) = 区 Blown 


其 实 这 里 c(?,z) 等 于 的 邻 域 中 与 ?zx} 不 同 的 点 数 在 邻 域 中 总 
点 数 中 的 百分比 . 

易 见 这 个 系统 中 有 两 个 显然 的 退化 不 变 测 度 ;7 一 5,0) ,7 一 
84， 其 中 51 表示 全 部 测度 集中 于 工 这 一 点 ;0 表示 7(x) 二 0,1 表 
示 7(X) 三 1(xE€ 2). 研究 这 个 系统 的 首要 问题 是 :是 否 还 有 其 它 
的 不 变 测 度 ? 答案 是 : 当 < 和 2 时 ,没有 ; 当 ge 之 3 时 ,有 .如 果 将 
&kz) 看 成 是 时 如 上 在 二 格 点 位 置 上 的 人 的 意见 ,这 就 意味 着 在 
qd 天 2 时 , 当 #t> 十 ce, 意见 必 将 归于 一 致 :而 当 < 闻 3 时 , 则 投票 人 
可 能 不 确定 地 坚持 不 同意 现 ， 
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3) 传染 模型 . 
这 里 = 二 1011) 了 ,|T| 守 2 时 crt *) 二 0; 而 且 
nx) = 1; 


1， 
29, -4 > 7), x) = 0. 


:y—z|=1 

这 个 模型 是 说 ,z 处 的 人 如 已 染病 (9(z) 一 1), 则 在 过 参数 为 1 的 
指数 时 向 后 复原 ;而 才 染 病 者 以 正比 于 局 力 染 病人 数 的 机 会 可 能 
染 上 病 . 这 里 有 -个 平凡 的 不 变 测 度 :y= sm，, 即 一 开始 若 无 人 有 
病 , 则 永远 无 人 有 病 . 而 当 4==0 意味 着 不 传染 ,也 就 没有 其 它 不 变 
测度 . 问题 是 :*>0 时 ,是 否 有 其 它 不 变 测 度 ? 如 同 前 面 凡 例 ,可 以 
证 明 存 在 一 个 临界 值 ,使 当 4 各 入 时 ,不 变 测度 唯一 ; 当 > 已 
时 ,不 变 测度 不 唯一 . 这 里 对 临界 值 的 估计 对 传染 病 学 研究 有 
重要 意义 . 

4) 排 它 模型 

这 个 模型 对 格 点 问题 的 研究 有 重要 意义 . 考虑 无 穷 个 粒子 在 
d- 维 格 点 上 运动 ,每 点 最 多 只 能 有 一 个 粒子 ,每 个 粒子 按 如 下 
规则 运动 

i》 每 个 无 穷 小 时 间 最 密 只 有 一 个 粒子 运动 

i 如 果 > 处 是 空 的 ,在 z 位 置 的 粒子 以 p(z,y) 的 撤 率 跳 到 
Yy 去 ;如 果 y 处 已 被 占 , 则 它 停 在 原 处 r， 

这 祥 就 纳入 了 上 节 的 模型 ,2 一 10,1} 且 ,| 人 3cer(7sd6) 一 
03 | 了 | 扫 2， 








; Ty), 《 一 二 ， 一 0,5 一 7; 
con (b= {2 当 3(z) = 1,969) = 0 = 7 


0, 其 它 7 关 的 情况 . 
PE), 当 w oy; 
其 中 > pzy) 一 1 (C59) (Cx) 一 le 当 tt 二 之 . 
>” Pu 当 w 才 TY 
对 这 个 系统 ,在 ptxyy) 二 p(yyT)(Y zy,yE 2 中 条 件 下 已 统计 
识 得 相当 清楚 ,但 在 其 它 情 况 下 , 则 相应 地 有 大 量 有 兴趣 的 问题 尚 
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5) X-Y 模型 
设 SS 一 开 ( 人 2 五 一 S 《单位 圆圈 ). 党 1 了 | 六 2 时, 令 避 导 ,0) 
三 0s 当 | 了 |= 二] 时 ( 设 了 二 {fx},xE53), 对 可 测 集 4CE, 令 








criy, AY 一 exp| 8 2 SOs CI) vo] | dé, 
wi 站 站 20 3 
其 中 此 是 S: 上 的 Lebesiu. 测度 ,8>0 记 居 二 (六 C4yES)， 
IY yA 
FC 一 (oY 
| ， 3 一 文 . 


则 形式 生成 元 为 
-of f= Dexp( 一 B Sl cos(yCr) — Cy))) 
工 世 3 Iz- 了 | -1i 


x | — fn de. 


模型 1)~5) 还 可 以 有 更 广 的 形式 , 即 所 谓 Hamilton 系统 ,这 
时 万 是 具有 群 结构 的 空间 ,S=ZZ， 
cr(7;A) 一 | 人 ?1 [rd#,y}, 


ET 


其 中 JxCd5,y) 表示 vd$,y) 的 乘积 测度 ,>(d5,y)》 是 上 的 一 个 


济 度 .9，*) 与 vtdt yy) 由 邑 一 有 上 的 某 个 Hamilton 函数 
2 (7 决定 .这 就 是 所 请 的 Gibbs 场 的 理论 . 由 于 Hamilton 函数 在 
物 理 或 力学 系统 中 是 非常 明确 的 ,所 以 通常 人 们 希望 从 它 出 发 来 
建立 模型 , 于 是 由 .279) 去 决定 crt7，*') 就 成 为 一 个 基本 问题 . 这 
方面 读者 可 参考 FPj,，Ge],[Si] 等 专著 . 





2 渗流 问题 与 随机 介质 的 概率 模型 
1. 渗流 向 题 神 型 


早 在 五 十 年 代 , 对 于 流体 在 蕊 松 介质 中 渗透 就 提出 了 这 一 问 
274 


me Be he 


题 . 至 邻 ,渗流 不 仅 在 随机 介质 的 研究 中 有 了 太 量 应 用 ,而 且 也 出 
此 提出 了 许多 有 兴趣 的 数学 铝 题 ， 
首先 ,让 我 们 给 出 最 往 单 的 渗流 模型 
例 4 独立 齐 次 4- 维 格子 的 廊 渗流 模型 ) 考虑 ZZ 的 全 部 边 ， 
即 金 部 Zz” 中 的 紧邻 的 点 对 
Be A {ryr)} sr E II, Nr wil ~ 1}. 
设 有 相生 独立 同 分 布 的 随机 变量 族 { 记 :6E 58) ,其 中 
PE OO=1)= pp Pe GQm=0=1—pOD0 和 Op). 
我 们 如 果 把 各 =1 着 成 是 边 8 开放 ,名 一 0 是 边 5 关闭, 渗流 的 一 个 
重要 问题 是 从 某 点 (例如 莫 点 口 ) 出 发 ,能 否 以 正 概率 找到 一 条 通 
路 到 达 无 穷 ( 在 物理 上 ,此 时 认为 可 渗透 ). 较 形式 地 , 记 
OA {rE RIn0, 及 TorTis "ast 二 谍 司 得 
[x | 一 1, 而 且 &, (0) =1， 
对 0 和 i 过 成 立 )， 
pw (PP) 会 PUe(0)| = 十 se) 《|et0)| 指 cl0) 中 元 素 个 数 )， 
显然 , 疡 -( 记 对立 递增 , 当 疡 = 一口 时 ,PP (Pp) 二 0; 当 p= 二 1 时 ,pCp) 
一 1. 阿 题 是 对 0<p<1,p- 是 否 大 于 堆 . 念 
pr 一 inf{p 0;p (tp) > 0}. 
于 是 , 当 p<p ,po Cp)=0; pp,, po (p) 0. 
下 面 我 们 列举 一 些 已 经 得 证 的 事实 ,以 便 读 者 对 这 一 领域 中 
考虑 的 问题 有 一 点 已 性 认识 . 
1) 0<< po<1; 
2) 当 4d 二 2,p.(pP) 在 pp. 点 连续 .而 有 pCp) 一 0 (Russo). 
又 令 
re sup{p0 pL,EdQO |) < 二 十 co) 
对 zz 的 性 质 吧 有 一 系列 结果 , 例如 
3) 4 一 2 时 ,一 户 {Kesten). 
在 这 个 领域 中 还 有 大 量 有 趣 而 具有 挑战 性 的 问题 尚 待 解决 ， 
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二 








我 们 在 此 不 一 一 询 蔡 了 了 . 

2， 随 机 介质 问题 

在 工段 中 ,各 个 边 的 开 与 闭 并 不 一 定 要 是 相互 独立 的 . 例如 
$1 中 的 lsing 模 型 所 供 的 随机 开 闭 边 ,也 同样 有 渗流 问题 . 此 外 还 
可 以 将 “ 开 ” 与 * 闭 ”推广 为 每 边 只 有 随机 限 尼 $,( 以 pCdx) 为 分 布 
的 随机 变量 ) 的 情况 . 这 时 ,类 似 于 前 面 ,下 面 这 些 问题 痢 是 有 趣 
的 问题 ;从 原点 O 是 否 能 在 有 限时 间 达 到 十 ce; 由 原点 出 发 ,第 ~ 
个 坐标 首次 超过 的 时 间 4, 怎样 随 n 增 大 ;lim 2 是 否 存 在 ;…. 

关于 渗流 与 随机 介质 ,读者 可 参考 [Ch],[D,],[Ge] 的 著作 . 











83 点 过 程 模型 


1， 点 过 程 的 概念 


最 简单 的 点 过 程 是 Poisson 点 过 程 , 第 一 章 与 第 四 章 中 ,我 们 
己 经 看 到 Poisson 过 程 是 一 个 马 氏 过 程 . 但 是 我 们 可 以 从 另 一 个 
角度 来 认识 它 , 并 加 以 推广 ,得 到 另类 常见 的 随机 过 程 一 -点 过 
程 . 

设 和 会 人 0 是 一 个 Poisson 过 程 , 令吉 tw) 二 0,2, (Cw) 是 色 
的 第 xz 次 跳 财 时 刻 .于 是 {C00) ;nn 一 0,1,*…) 是 -- 列 停 时 ,而 且 

S00) = 时) 

也 即 是 以 {6 Co) 和 一 0,1，…) 为 跳跃 点 的 阶梯 函数 , 既 度 均 为 
1 ,同时 











(让 六 

Rk! “ 

二 令 y(D) 人 全 # fxn 闻 1;5.(w)St; (#4A 表示 4 中 元 素 个 数 ), 它 表示 

在 《0,2j 中 .的 跳 紧 次 数 . 其 实 六 所 一 和 2 不 ( 当 + 人 不), 因而 它 对 
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Plost wm) EF) = Poyé (wm) > n) = Sle o 


的 


应 一 个 测度 xd , 称 为 计数 测度 . 
对 Poisson 过 程 从 这 个 角度 去 观察 ,使 我 们 可 以 考虑 更 一 般 
的 情形 , 即 六 ta) 时 刻 的 婚庆 可 以 是 一 个 随机 变量 wx, 于 是 计数 测 
度 应 为 
ME 一 Hn 0)) EE 0,1] XA}. 
下 面 我 们 给 出 点 过 程 的 严格 定义 . 
定义 7.1 在 概率 空间 (2,.S,P) 上 有 了 映射 


去) 站 人 


| [ee 00+ ow eg) 


WH 
其 中 《57,2) 是 某 一 个 可 测 空间 . 令 

v(t A A Hn yu) En0tXx4 (0,A EE). 
称 为 一 个 点 过 程 ,如 果 对 YY A E€ 了 3, {y(t,A);f 之 0} 对 .多 可 测 . 
特别 , 当 vt, ')》 是 o- 有 限 测度 , 则 也 称 汶 a- 有 限 点 过 程 . 

在 很 宽 的 条 件 下 ,存在 随机 测度 z(t,4), 使 (Ct, 4A))? 一 
zy 和) 为 蔷 ,z(t ,A) 称 为 点 过程 的 补 伙 测度 . 

例 5( 一 般 Poisson 点 过 程 》 点 过 程 = 称 为 Poisson 点 过 程 ， 
如 果 

1 习 哆 (00 十 co?X23 上 的 测度 M。》 使 得 ws,r 可 X4) 
服从 以 Xts ,1]XA4) 为 强度 参数 的 Poisson 分 布 ( 当 和 DD) 二 十 oo， 
定义 DD) 二 十 o0). 这 时 称 人。 )? 为 强度 测度 ; 

2) 设 万 PrE 禾 ((0,0o0)X5 ,而 且 互 不 相交 , 则 vtD1)， 
三 相 (De 相互 独立 ， 

事实 上 ,由 Poisson 过 程 所 得 的 点 过 程 , 其 强度 测度 为 

AC(sst] x AY = h(t — 5)6,01), 

即 4(。，) 是 Lebesgue 测度 与 集中 于 1 的 点 测度 之 乘积 . Poisson 
点 过 程 的 强度 测度 正好 就 是 它 的 补偿 测度 . 

例 6 随机 化 的 Poisson 过 程 ) 设 

vO XxX AY = EA ,ww) 6 (1), 

其 中 宫 和 全 1&t4,w)}) 是 以 4 为 参数 的 Poisson 过 程 , 当 Ko) 是 与 
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{全 ;4 这 0} 相互 独立 的 非 负 随机 变量 时 , 则 对 Cw) A 人 Av{(0,1]XA) 
有 
ECFCE, oo) = ho) 
= EE Cosw) sn sé Ch sw))), 

一 般 地 ,我 们 称 满足 上 式 的 过程 为 随机 化 的 Poisson 过 程 . 也 
即 上 对 于 X(tw) 的 条 件 分 布 与 以 iwm) 为 参数 的 Poisson 过 程 的 分 
布 相 同 . 

例 7( 复 合 Poisson 过 程 ) 设 ? 为 Poisson 过 程 ,{X。} 为 与 
{st 宇 0} 相 互 独立 的 非 俩 独立 同 分 布 列 , 其 分 布 函 数 为 F. 令 

SO 二 十 十 XX ， 

则 上 总 在 不 连续 点 处 的 时 人 间 及 既 度 是 一 个 点 过 程 (6 称 为 复合 Pois- 
son 点 过 程 ), 其 补偿 测度 为 x(z,4) 一 FCA), 其 中 4 是 的 强度 
参数 ， 


2. 点 过 程 的 应 用 与 推广 


以 下 二 定理 ,可 以 使 我 们 对 研究 点 过 程 的 意义 有 一 点 概念 . 

定理 7.1 取 情 于 DCL0, 十 oo)->RR) 的 适应 过 程 的 不 连续 点 
及 在 相应 点 的 跃 订 是 一 个 点 过 程 . 

定理 7.2 以 DC(L0; 十 oo) 一 R 人 为 轨道 空间 的 随机 连续 独立 
增 量 过 程 ( 称 为 Levy 过 程 ) 的 不 连续 点 及 在 相应 点 的 姓 度 是 一 个 
Poisson 点 过 程 ， 

以 上 二 定理 的 证 明 可 参见 1G]. 

由 此 二 定理 可 见 , 点 过 程 对 于 用 简单 过 程 表示 具有 跳 牙 的 过 
程 (例如 积分 ) 具 有 重要 意义 . 

此 外 ,点 过 程 在 描述 BM ,扩散 过 程 等 从 某 一 点 出 发 的 游 臣 
《excursion) 及 其 与 原 过 程 的 关系 等 问题 时 也 是 很 有 用 的 工具 . 

点 过 程 的 另 一 类 重要 应 用 是 在 生存 分 析 、 可 靠 性 理论 与 排队 
论 中 . 点 过 程 能 很 好 地 描述 电话 呼 晚 流 、 踊 务 需 求 流 ,服务 完成 流 、 
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尘 故 发 生 流 …-… 等 这 些 详 用 问题 中 最 常见 的 随机 过 程 . 早 在 五 十 
年 代 Khinchin 在 ¢ 公 用 事业 数学 理论 3》 一 书 中 ,就 已 使 用 Poisson 
过 程 来 措 述 呼唤 流 . 

在 处 理 获 机 几何 问题 中 ,点 过 程 的 想法 也 很 有 启发 性 . 为 此 ， 
Kallenberg 等 将 点 过 程 的 概念 加 以 推广 ,引出 了 ”随机 测度 ”的 要 
念 , 为 此 将 工 及 “一般 化 , 即 考虑 一 个 完全 可 和 分 度量 空间 衬 , 而 将 
的 开 集 生成 的 o- 代 数 记 为 me 这 意味 着 * 彼 ”不 -一 定 是 “一 串 串 ” 
地 来 ,可 以 不 可 数 ,因而 相应 的 计数 测度 就 应 由 整 值 测 诬 推广 为 
Am 中 的 一 般 非 储 测度 . 但 是 由 于 oo 中 集合 的 测度 可 能 无 限 ,所 以 
我 们 改 为 考虑 p, 中 的 相对 紧 和 集 类 p 上 的 有 限 测度 (Radon 测度 ). 
于 是 仿 定 义 7. 1 我们 给 出 以 下 随机 测度 的 定义 . 恋 奔 度 空 间 依 热 
为 5S2 了)、 

定义 7.2 给 定 概率 空间 50, 多 ,已 ). 记 

-人 {pi 是 po X 上 的 o- 有 限 测度 }. 
设 有 映射 x; 人- ,使 得 对 Y KEp 及 AE Ev(KXA) 都 对 .7 可 
测 , 则 称 "是 一 个 随机 测度 . 

关于 用 点 过 程 去 表示 其 它 过 程 及 它 与 半 靳 的 关系 问题 读者 可 
进一步 参考 [G] 的 有 关 童 节 , 关于 点 过 程 在 已 知 某 些 联合 分 布 时 
的 构造 问题 , 收 僵 性 及 一 些 特殊 的 点 讨 程 的 研究 可 参考 [DV 1], 
LSnj 与 [Daij. 关于 随机 测度 可 参考 [Ka]. 
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第 八 章 扩散 过 程 与 随机 分 析 初 步 


31 扩散 过 程 及 其 生成 元 
1 征 典 扩散 模型 与 例子 


首先 ,让 我 们 考虑 取 值 手术 中 的 时 齐 马 氏 过 程 上 , 设 它 的 转 
移 函 数 是 {PGzr4)). 又 设 对 任 给 se>0， 
办 对) 全 supP CE (re 一 DG) (〔( 当 上 一 0)。 
3 


其 中 了 (xz, 二 {yyER' ;|y 一 x| 守 e}. 于 是 由 定理 6. 18, 可 在 连续 
肾 数 空间 上 实现 ,也 有 即 我 们 可 以 认为 的 轨道 都 是 连续 的 . 

再 假设 
Cr) 


lim + Cy — cIPlizsdy) = Bx) = | 
40 Fy ze 





att) 
lim 二 l 二 | > — XYy — XI PGT dy) = A(z) = (0), 
Ivy 一 f| 守 


其 中 5(z)? 是 一 个 列 商量 ,ACa) 是 -- 个 dxd 函数 方 阵 . 显然 4(z) 
基 非 负 定 的 ， 
设 {P 是 二 的 半 群 ， 


P,Fz) = | Peeszsdy) 6. 
称 {P,} 的 形式 无 穷 小 生成 元 为 .多 ,车 对 FE CY (CR')， 
Cb fr) A lim 二 |jPciz dW Fy) — f(z)). 


其 中 在 端 极 限 是 指 对 ¥ 固定 的 xE R* 存在. 
命题 8. 1 在 前 面 的 假定 下 ,又 车 ai(xw}) 局 部 有 限 , 则 {P,} 的 
2830 





形式 无 穷 小 生成 元 .x 应 为 
全 1 < 3 了 2 
CH NT) = DT) 坝 + D6 ) 一 


一】 





(C8.,1) 
证 明 考察 
[Pse,dy) CF Cy) FL)) 


二 | PGyr dW NAY 
ls- »| 守 1 
十 二 | oe Psdy) ff)), 


其 中 第 一 顺 不 超过 217 | 一 0Gy 0) ,然而 第 二 项 可 Taylor 
| Ped 一 AD) 





1 su 好 Frzr) 1 
一 去 之 让 er 人 一 





< f(z) 1 一 
十 2 二 | Pasr,dyyy ri) 


| Plfs rT dy Cr 一 Yr; 一 区 站 
工 一 ?| 所 1 


十 
SI 
TCM 
= 


T+ Bty CO— I) 

















其 中 
三 
防 
! 一 记 > 2 Aw) ( 当 ty 0); 
< Ce) 
IT YT 7) (WY 0). 
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a 





因 沪 对 固定 的 x,f 的 二 阶 导 数 症 {y; jy 一 z+ 所 1;y 上 有 界 且 连续 ， 
所 以 ,对 Y sn0, 82>0, 使 得当 |z 一 2 |< 时 ， 


Ff 
Adres; | 




















li) Lm) (2 9 pirdy)e 








Ca 人) 


Ed Sasa) {《 当 上 0D)， 
zt 

















其 中 必 是 max | 起 大 | 在 lz 一 y|<1 上 的 界 .由 于 是 任意 的 ,所 
以 limH =0. 于 是 (8. 1) 得 证 . 
具有 上 面 这 样 性 质 的 一 个 Re 上 的 马 氏 过 程 ,就 称 为 一 个 以 A 
(Cr) 人 catx)) 为 扩散 系数 ,以 bx) 全 Cb.Cz)) 为 漂 称 系数 的 古典 
扩散 过 程 . 
例 1 设 有 RR 中 的 动力 体系 
$= 50)， 


t= 工 。 
它 的 解 5 一 6(z) 满 足 名 =, 和 一 5(6). 这样 的 解 引 也 可 以 看 成 - 


个 退化 了 的 古典 扩散 过 程 ， 
PU;z,B) 一 1g(é,C7)). 


对 应 的 半 群 是 
已 rr) = |Peszdyy7con = /eczy)， 
于 是 它 的 形式 无 穷 小 生成 元 是 
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dn 


fr) 一 Sh ) EE r= Cre se)). 


而 此 实 上 ,此 时 - 切 一 阶 运 续 可 导 的 函数 /E20 ) 
例 2 设 { 客 ;t 寺 R') 是 Brown 运动 , 则 它 是 古典 扩散 过 程 ， 


而 县 它 的 形式 无 穷 小 生成 元 为 .人 一 注入 


事实 上 ,我 们 有 


pal 
Pdszipczeo)= | -dy 


1 
一 
le CV 2m) 


1 | 本 
A -2 村 
C2 2 


一 ot) (利用 1/Hospital 法 则 ); 














二 | (rE YPUrTdy) = 0, 
Ed lr yll 
当 i 二 j 时 ， 

z| 1 EL 

tdiz-ylel CVAD) Cd 

卫 
一 | ] ervdz 
1s| 志 A 








0 os -| 
所 以 


1 1 
i | yi Coy 于 YNET 一 ydy 一 人 


于 是 由 命题 8. 1, 对 Fe Ci 有. 字 f 一 二 4 
例 3 吸附 (停止 ) .反射 .截止 ( 斩 杀 )Brown 运动 . 
设 1B.;t 三 R'}; 是 一 个 一 维 Brown 运动 , 令 
| r=infft >0;B, 0}, 
去 一 Bnrs 站 二 |B,|; 
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二 B14 十 可 ie 《其 中 9 称 为 " 死 点 ”). 
过 程 5 全 {人流 半 0} ,全 信守 0) 与 5 全 信 ;t 汪 站 分 别称 为 吸附 (个 
止 ) .反射 与 截止 ( 斩 茶 )Brown 运动 . 
对 总 会 + 一 B, 应 用 反射 原理 及 其 推论 ($ 5.3 定理 5.17,5. 18 
及 推论 ) ,我 们 立即 得 到 对 于 y 尝 0 有 
PB, yr > tt) 


人 — PB 党委 本 一 工 ) 








1 
一 Pi 一 y,《 主 下， 一 
ol (BT yAB)r ZT| 》 


1 二 rt 3 『 _z 
dz 一 d 
有 | ye Elabs 


1 ~ 工 一 上)2 下 ry? 
和 A dz， 


于 是 就 得 到 ,57,8 的 转移 函数 分 别 为 ; 
P&ETIS = zx) 


~ P(tBET,r B=~ x) TC 0, + oo0)) 

















一 2 
_tx 2 -4 1dz 


- 5 四 
= PlBn: E T|B, = x) 


= PLB EDr>tB, = x) TOS dB zl 





《二 一 i #2 }d | 1 Te 否 
1 


= -|e -一 他 有 I 0 a 2 
PAE TI = x) 








= PB E TB =z +PB| € TIB, = «)] 
[Ea a fr 
启 |: te |)dy. 


类 似 于 Brown 运动 的 相应 计算 方法 ,我 们 容易 算出 以 上 三 个 
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过 程 的 扩 数 系数 均 为 1 ,漂移 系数 均 为 0( 对 zx>>0), 即 它们 有 相同 
的 形式 生成 元 , 然而 ,它们 有 不 同 的 无 穷 小 生成 元 ,不 同 处 就 在 于 











定义 域 不 一 样 
事实 上 ,由 于 对 f 总 假定 /3) 一 0, 于 是 
EF EVN = | (ee) ds 


一 0 ( 当 #*0)， 
订 见 的 对 应 尘 群 {px 一 ECAC5) | 包 一 zx) 的 强 连 续 中 心中 的 
函数 应 满足 
7(C0 十 ) 一 0. 《8. 2) 
又 由 于 
有 CD) =ECE) 6, = 0 = EC(Cf(Bn)|B, = 0) 
一 五 (80)1Bo = 0 = AD GY, 
可 见 , 对 fE 吕 (ue 人 ) 应 有 yf(0) 一 0. 特别 当 了 又 是 二 阶 连续 可 
导 时 ， 











六 "CO 十 》 = 0. (8. 3) 
对 于 过 程 了 ,我 们 有 
oP YACz) 
元 一 一 上 [ee res Ts < | rooay 


对 于 Y /ES 甸 (-ez") ,由 5《6, 2 有 表达 式 


fo-Prf— | Pi sas. 








可 见 了 应 满足 条 件 
万 (0 十) = 0. (8. 4) 
条 件 (8. 2), (8. 3), (8. 正好 反映 了 过 程 在 到 达 边 界 点 0 后 
的 行为 . 
设 C* 是 二 和 阶 导数 一 致 连 续 且 有 界 的 函数 类 . 可 以 证 明 ; 应 数 
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集合 
(f € CHRTDIFI 0 +) = 0), {f € CR YS OH) = 0), 
上 


及 {f EGR CD 十 7 一 0 
恰好 分 别 是 有 ,7 及 8 三 个 过程 所 对 应 半 群 的 无 穷 小 生成 元 的 定义 


域 的 一 个 筒子 集 , 因 而 由 生成 元 的 形式 微分 算 子 十 j 与 边 值 条 件 
(8. 2) 8. 3),《8.4) 就 可 以 确定 对 应 的 半 群 . 当然 ,确定 的 过 程 中 
还 有 一 些 技术 性 的 问题 ,这 里 我 们 不 再 详细 讨论 . 


2， 扩 散 过 程 


在 实际 问题 中 ,往往 与 我 们 在 第 1 段 中 考虑 问题 的 途径 相反 . 
通常 ,经 过 物理 的 或 对 具体 情况 的 分 析 ,可 以 得 到 扩散 系数 4 与 
漂移 系数 5b; 问题 的 焦点 在 于 :是 否 能 对 给 定 的 4 与 上 5, 存在 唯一 的 
转移 画 数 族 1P(Ccz,4);， 并 由 此 能 产生 一 个 取 值 子 er 中 的 轨道 
连续 的 强 马 氏 过 程 .使 得 上 从 具有 以 4 为 扩散 系数 5 为 漂移 系 
数 的 形式 生成 元 : 

af 


LfCr) = 去 习 w 于 在 十 Dor) 起 《对 了 ECy》， 


其 中 C7 全 1 无穷 可 微 紧 支 集 函 数 全 体 })， 

而 且 CYC 和 BC ,对 了 了 ECS ,我们 有 .er 一 FF 邵 果 这 样 的 马 氏 
过 程 存 在 ,就 称 之 为 以 占 为 扩散 系数 ,以 五 为 漂移 系数 的 扩散 过 
程 . 

应 该 指出 ,不同 的 著作 者 对 扩散 给 出 了 不 同 的 定义 , 虽 则 它们 
大体 上 相间 ,但 却 并 不 彼此 等 价 ; 我 们 这 里 采用 的 是 一 种 最 常见 而 
简单 的 说 法 5 还 有 一 种 较为 普遍 的 定义 是 ,连续 轨道 的 强 马 氏 过 
程 ). 

扩散 过 程 更 论 在 物理 ,化 学 .生物 ,工程 ,经 济 等 领域 中 有 广泛 
的 应 用 . 格 想 :分 子 运 动 . 带 品 击 的 通讯 系统 、 有 干扰 的 神经 生理 活 
动 . 生 物 腊 中 的 渗透 过 程 .进化 过 程 中 竟 基 因 更 替 、 期 货 与 期 权 定 
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价 … 等 一 系列 研究 中 ,扩散 过 程 都 是 一 个 很 好 的 近似 模型 . 

此 外 ,扩散 过 程 理 论 也 与 微分 方程 的 研究 有 密切 的 联系 .许多 
扩散 过 程 的 泛 函 ,例如 击 中 分 布 .平均 吸收 时 间 , 占 位 时 间 分 布 .不 
变 测度 等 等 都 是 一 些微 分 方程 的 边 值 或 初 值 问 题 的 解 . 不 仅 扩 数 
理论 有 时 可 以 提供 一 些 系数 与 边界 要 求 较 宽 的 微分 方程 解 的 存在 
性 、 唯 一 性 条 件 , 而 有 概率 意义 的 直观 也 可 以 为 微分 方程 的 问题 的 
合理 提 法 提供 府 迪 . 在 微分 方程 的 计算 方面 ,Monte Carlo 方法 就 
是 用 计算 机 模拟 扩散 过 程 , 并 以 大 量 现实 (轨道 ?的 算术 平均 来 近 
似 过 程 的 统计 平均 去 求 方程 的 解 . 


3. 扩散 过 程 的 纯 分 析 构 造 方法 


对 给 定 的 4 及 Bb, 有 许多 不 同 的 途径 去 构造 它们 相应 的 扩散 
过 程 ,它们 各 有 自己 的 局 根性 与 优点 . 例如 纯 分 析 方 法 一 一 利用 微 
分 方程 的 基本 解 一 一 对 系数 光滑 性 要 求 较 高 ,而 且 又 要 用 到 微分 
方程 的 元 长 而 义 沉 二 的 基本 解 定理 .但 是 它 的 结果 具 栖 ,并 可 导出 
前 进 , 后 退 方 程 . 在 本 章 的 后 半 部 分 ,我们 将 介绍 纯 概率 构造 方法 
一 一 利用 随机 微分 方程 揭 方 法 , 本 眉 , 我 们 介绍 纯 分 析 构 造 方 法 ， 
对 于 宛 长 而 这 重 的 偏 微分 方程 的 基本 解 定 理 , 由 于 它 已 大 大 超出 
本 书 的 范围 ,我 们 只 能 引用 而 不 作 任 何 论 证 . 

定理 8.2 设 A=(ay(z)) ,bp 一 (bx)) 具 有 以 下 性 质 : 

(1) [br) [SM 对 Y ERR, j=1,2,.,d; 

(2) 存在 0 如 加 芝 十 oo 使 对 YY C6,…,&1)ER 有 

1 >< 2 TSE 二 2 


3) 存在 wen ,C 过 二 oo, 使 对 Y zsyER 有 
lastr} 一 ar SCIr Oo y1", 
lz) by) | Cz oy, 

27 = 12 
则 在 在 唯一 的 函数 ptt;x,y) 具 有 以 下 性 质 ， 
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(IT 对 Y yE 中， 
BB_ le Fp 中 
计 + i 
C1) 对 任意 RR 上 的 连续 有 界 晴 数 /《z)， 


(fi) 一 [pdsz,y fy)dy 











是 以 下 偏 微 分 方程 的 解 
de 1 Fu 2 dt 
上 一 于 ea 无 于 十 blr) 好 ， Cay 
limatz x) = zi Cb) 
yb 


‘ 亚 ) Pr 对 人 zz0) 连 续 \ 非 负 而且 
| eszspyay = 1 


CN) grd) A sup | pliyroy dy = oc6) (HYO). 
正名 


ls- yle 
Dt 


CY) ptyrry)>0, 朋 由 PAFz) 人 w(t) 决定 的 半 群 是 强 
Feller 半 磋 . 

本 定理 的 t 1 了),{ 了) 及 (I) 的 前 半 部 分 的 证 明 可 参见 Fried- 
man A. §$Partial Differential Equations of Parabolic Type}, En- 
glewood Cliffs ,1964. 而 CE 的 最 后 一 部 分 及 NI) 与 CY ) 的 证 明 
可 参见 LDy]. 

值得 特别 指出 的 是 :01 ,CD 的 (9) 与 (DD 就 保证 了 疡 (52 
的 唯一 性 , 由 定理 8.2 保证 了 所 得 到 的 1attszrvoy))} 是 一 个 转移 函 
数 族 , 为 此 ,只 要 说 明 {1pttszyy)) 满足 Komogoroy 方程 .事实 上 ， 
根据 (5 ,C3 可 网 


#9T)》 从 JpGsass)p sse, dz 


是 满足 CCI), (1) 的 (b) 与 C1 ) 的 ,而 p(s 十 1;z,y) 也 满足 同样 条 
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pls tx,Yy) 一 jerseys)dz 


由 转移 密度 族 {pG :x,y) 1 可 以 构造 概率 测度 空间 CQ, 如 ,PP) 及 其 
上 的 蕊 氏 过 程 , 叉 由 《ND) 可 岂可 以 在 连续 函数 空间 上 实现 ,此 
时 恒 有 CCB). 

遗憾 的 是 定理 8. 2 要 求 的 条 件 太 强 , 它 排 斥 了 许多 有 趣 的 情 
况 , 甚至 线性 扩散 也 不 满足 它 的 条 件 . 这 蚌 偏 微分 方程 方法 的 不 足 
处 . 为 了 补足 这 一 方面 ,构造 扩散 过 程 还 有 半 群 方法 及 随机 微分 方 
程 方法 等 ， 


4. 前 进 与 后 退 方程 


在 上 一 段 中 我 们 已 经 看 到 ,在 一 些 条 件 下 ,一 个 扩散 过 程 的 转 
移 密 度 应 满足 方程 











2 Fe Cr) 2 和 Soc Ps, 《8. 5) 
并 且 是 上 方程 的 基本 解 


我 们 称 方程 (8. 5) 为 Kolmogorov 后 退 方程 ， 

下 面 的 定理 8. 3 给 出 Kolmogorov 前 进 方程 (或 称 Fokker- 
Plankg 方程 ) 成 立 的 条 件 . 

定理 8.3 设 # 二 (6, 名 是 (2, 多,P)>R 的 扩散 过 程 , 具 
有 形式 生成 元 














十 Bi(z) 2 (8. 6) 
又 设 

(1) 的 生成 元 的 定义 域 包 分 CF ( 即 一 切 具 有 紧 支 集 的 无 穷 
可 导 函 数 )， 

(2 具有 转移 密度 {pt;z;y), 并 且 ppzyyy 对 上 的 一 阶 
偏 导数 ,对 y 的 一 阶 , 二 阶 偏 导 数 都 存在 而 且 连 续 ;5; 有 一 阶 连 续 
偏 导 数 、aiCy) 对 ivy 有 一 阶 . 二 阶 连 续 企 导数. 

则 如 下 的 Kolmogorov 前 进 方程 成 立 ， 
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ap _ ，。 
Pp. 
其 中 LL* 是 工 的 形式 共 纯 算 子 
EE 
L'p -> 吉 EE (a WI PEST YY) 


一 3 perry)). 
证 明 由 于 CFCC ,可见 对 Y FECe ,应 有 
Hf Ll Var) 二 和 十 Doc) a ¥. 
那么 ,由 半 群 





Pf ir) 一 [pts fdy 


的 性 质 系 有 
d 





Pf — Pah, 





即 


本 | adszsy7Goydy 一 [ps ,wT 9d 《8. 7) 


由 于 了 具有 紧 支 集 以 及 空 的 连续 性 , 按 有 界 收 化 定理 ,上 式 左边 


应 为 | 关 Eis zy fF dy. 


另 一 方面 ,对 (8. 7)? 式 右 端 各 项 分 别 作 分 部 积分 ,并 注意 到 了 
在 紧 支 集 之 外 恒 为 0, 我 们 得 到 


JpGsx, 7609) dy 


_ | PE GI ydy, 





F764, 


JpGiz,3)a 6) dy Ay, 
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ee 


一 一 [EA Ta 4, 





=| Er SP srs) a Cy (ydy. 


于 是 (8.7) 就 可 改写 为 
| 全 (3zwf 0)dy = [ps yf dy. 


由 于 对 ¥ 了 ECY 上 上 式 蜀 成 并 ,可 见 
二 
= 





-p.1 


对 于 非 时 齐 的 扩散 过 程 , 也 可 类 似 地 得 到 相应 的 前 进 . 后 退 方 
程 ， 
pix y) 1 b Dac) Ppls sr») 





亢 A 
+ > Lv So (后 退 方程 )， (8.8) 


口 户 (3 Ty 


= 去 rr A yplss tr, Yy)) 


i 
人 
一 之 ， 六 5 (ty) pt;T,y))( 前 进 方程 )、 (8. 9) 


当 后 退 方程 成 立时 ， ps 4 zy 是 方程 


3p 1 PplsstsTy) 5 ps ,try) 
= Es) a + Cs») Ea 


的 基本 解 . 
5， 狭 氏 问 题 的 概率 表示 


设 有 扩散 过 程 人 ,多 ,stE RR1) ,其 形式 生成 元 是 非 退 化 系数 
入 全 


站 一 De (T) 天 
而 县 CiC2(ez)， 天 红 们 有 








-+ D2 
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定理 8.4 设 一 个 相对 紧 开 域 D( 设 妈 光滑 上 的 犹 氏 问题 
Lutr) C=—=— g(ry, 袜 在 万 内 |; 
人 7X 在 3 上 8.10) 
具有 直到 边界 ( 即 上) 二 阶 连续 可 导 的 解 v(zx), 那 末 wvtx) 有 概 


染 表 示 : 








vx) 一 已 | g(é.) + | ecoads 
站 


其 中 r 一 inf 人 te 区 万 }， 
证 明 (1) 将 wv 开拓 到 全 空间 成 为 一 个 3 中 国 数 , 考 察 
二 v(t) 一 rv yan. 


Ema) 一 并- 一 让 


， 《8. 117 





即 
并) 一 E, wa) 一 | Tceoda] ， (8. 12) 


由 于 当 xssz 时 起 ED, 而 且 vkv 在 紧 集 万 上 连续 ,因而 有 界 , 从 
而 wl&,r》 有 界 , 即 存在 常数 < 使 得 
| To yd < cr, 
假若 Er 过 十 品 , 我 们 在 (C8. 12} 中 , 令 大 = 十 o, 由 控制 收 敏 定 
理 就 得 到 


vx) = 





(5 一 上 ec . 
又 由 于 是 连续 的 ,因而 点 E3D, 于 是 
ve) ~ Ep) 十 | ge)dn)]. 


(2) 证 明 E,r<< 十 oo. 由 于 工 非 退化 ,所 以 存在 a,R>0 使 得 
GD > eo0, DC {zr;|r| RY. 
vr ochaR—chAarn0 (YY rED), 





少 
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于 是 Lo Ca) Fabian 到 (zyshua 


取 4 二 Ssuplb cx) ;就 可 使 
了 en Cx) < = 
注意 到 (8. 12) 也 适用 于 vw 就 得 钙 


ihT 
| Loté de = 五 -pifEnr) — wx), 
和 9 


2 FE 
cebaz, + AshAlzi| <— achaa, <— I 





因此 
(AD 学 < 下 | 一 可 人 (34 一 Cr — Ew (én) Eulr). 
站 


由 于 ww) 在 五 上 有 界 , 因 而 存在 C 使 已 Azr)<CCY xzED). 令 1 
一 十 co ,由 单调 收 和 分 定理 
Et. | 
特别 地 , 令 wg 一 0, 就 得 到 
vr) 一 E,| gCéydu 


是 方程 
(7 =— gg， 
vs= 0 
的 解 (如 果 解 存在 并 二 阶 连续 可 学 到 边界 }. 
在 (8,11) 中 取 gs 一 0, 就 得 到 
uc) 一 五 FE) 





是 方程 
了 m 一 [0 
vls=f 
的 解 ( 如 果 此 解 存 在 并 二 阶 连续 可 微 到 边界 )- 
本 段 的 讨论 是 以 微分 方程 犹 氏 问 题解 的 存在 性 与 直到 边界 的 
二 阶 连 续 可 导 性 为 前 提 的 . 这 似乎 使 人 感到 概率 方法 研究 狄 氏 问 
题 的 效力 并 不 好 , 事实 上 ,利用 概率 论 自身 的 方法 ,可 以 独立 地 得 
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到 结论 : 当 工 的 条 数 满足 一 定 的 光 请 性 要 求 时 ,由 条 件 期 望 定义 
的 函数 
vx) 一 至 | AD + | gc.ydu)]| 


是 方程 68. 10) 的 Sobolev 解 , 再 由 Sobolev 楼 入 定理 进而 说 上 明 它 
世 是 强 解 . PP. Strook 与 S.R.S. waradhan 在 他 们 的 一 系列 工作 中 
C1971~~1972) 解 天 了 这 一 问题 ,而 且 他 们 的 研究 还 适用 于 微分 算 
子 是 退化 椭圆 型 的 情况 (参见 -SV]). 

至 于 ztt,x) 的 边界 性 质 , 我 们 将 在 下 段 给 子 简 单 的 介绍 . 


6， 边 界 性 质 


定 必 有 .正则 边界 点 ) 设 信 ,. 区 ,是 一 个 轨道 右 连 续 的 
Feller 过 程 . D 是 一 个 相对 紧 开 域 . 令 
rt 二 inf {t 汪 0, 世 ED}. 我 们 称 x € 3D 
是 对 入} 的 一 个 正则 边界 点 ;如果 
Pltr>0)=0, 旭 了 -fr 一 和 0) 一 1 
正则 边 多 支 右 图 给 出 了 这 个 定 闵 的 直观 含义 . 事 
实 上 ,者 存在 一 个 以 z 为 项 点 的 锥 全 
不 在 局 中 , 则 < 必 为 正则 点 . 
命题 8.5 若 P,{r 一 0)>0, 则 P(r=0) 一 1 ,P,(r>0) 一 0. 
证 明 由 于 
{or = 0 = {fod ot EDefF = Po. 


由 Blumenthi 0-1 律 ( 第 六 章 习题 17) ,我 们 就 得 到 :P(r 一 0) 一 0 
或 1, 于 是 P(r 二 0)=1; 即 P,(r>0) 二 0. 1 

命题 8.6 对 Feller 过程 ,如 果 x。 是 一 个 正则 边界 点 , 则 对 
¥ 上 A>0 有 













非 正则 进 界 点 





limP,(r < A 一 1， 


证 明 由 于 
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Plr Pre D1, 


我 们 有 
i= P(r<h) = Pte (A) 使 $ ED) 


二 P, (了 有 理 数 7, 使 rh € (0, 有 A) 使 6 七 万) 

一 limP, (3 0<s2 使 64 ED), 
任 给 e>0,3 使 PY0<k<2 ,6 ED) < 本 . 令 
gz 一 eM (ptrx;D) 为 x 到 DD 的 距离 》， 


于 是 
Err (N 一 eol 
im Eu( Ar( 仿 ] 人 
= Pa| 名 E DyY 0 <h< 2 < 地 
因而 3 ww ,使 


Es fy( 急 ] fr) 之 筷 . 
其 由 于 {} 是 Feller 过 程 ,所 以 对 Y e 汪 0, 9, 当 jz 一 xzo|< 人 时 ， 
(全 | dr) | 一 | ful £4) fn Sn) | | 一 Ee 
于 是 当 1z 一 zo1l<<5 时 :我们 有 
P(r 这 有 有) Pl 始 所 万 iD < 2 ) 
所 fy( 售 ) Frv 人 和] 
SE +E /SS) A < 
所 以 Prih) >1—e. 
于 是 得 到 ， 
limP,(r < Ay=1.1 
定理 8.7 设 (&.,. 久 站 为 Fetler 过 程 ,上 且 是 以 工 为 形式 生成 元 
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的 扩散 过 程 .五 是 一 个 相对 紧 开 域 , 令 
t= inf{i > 0,6 € D}, 
ur) 一 EF,Cp(é.)). 
若 xo 关于 舍 } 是 DD 的 正则 边界 点 ; 则 对 任何 有 界 连 续 函 数 p, 有 
u(xo) 一 limutz) 一 gro) Cr ED EaD). 
证 明 显然 由 zo€3D 有 
ur) = Es (HF)) = Es PE)) = pz). 





另 一 方面 ,YY s>>0, 6 使 |y 一 zo | 过 5 时 | pCy) 一 glxo) | 一 二 ,于 
是 
[utz) ~ gx) | = [ECpeé.) — pro)) | 
SS EE 一 Px) | laa) 2Es(licsn) P|. 
上 式 中 第 二 项 当 zx 时 趋 于 0, 我们 将 第 一 项 分 为 两 项 : 令 
As = {wl Om zo ,对 YE EE [0,k]}. 





于 是 
Et | p(té.) 一 pry) | Era) 
A EC | eCé.) 一 Plzo) |14, Co) 1 ten 十 Ek.(2 | wp| 1 4 (co 


雪村 十 219p| Pas). 
为 了 说 明 PC4i) 一 0( 当 月 4 0) 我们 注意 对 Y 了 EGC， 
M, = FE) 一 [276ds 


是 一 个 靳 . 特别 地 ,可 以 构造 非 负 函数 x,(。)EC, 合 得 
uy) = ro 对 YY |y Oo | < 20), 


于 是 对 +E |y:12y 一 zj 一 号 | ,我 们 有 
PAD Pmax |é 一 -no 6) 
[ea 


maxw(éd.) 
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i i a 


ee 已 | max | w-(6) 一 | + Ki |> 4] ， 
其 中 | 所 六 ,再 由 下 款 不 等 式 


PA SE,[uré,) 一 | TusCéydu + KR] 


一 总 KR 一 0 Ch = 0). 
于 是 存在 使 得 
2 19| Pai) < 本 
这 样 , 存 在 充分 小 的 产 ,使 得 
lz) 一 zol 雪 于 十 2 81 Prz 光 用 


一 答 (WT To). 


由 于 < 任意 ,所 以 lim le(z) 一 多 xz 一 0 1 


$2 随机 积分 与 微分 (fto 积分 ) 


随机 积分 与 微分 是 用 概率 方法 来 构造 与 研究 扩散 过 程 的 基本 
工具 . 在 本 节 中 ,我 们 只 给 岂 它 们 的 最 简单 的 概念 与 性 质 , 为 了 着 
重 给 读者 以 感性 认识 ,我 们 加强 了 条 件 以 简化 证 明 , 而 不 求 所 设 条 
件 的 一 般 化 与 结论 的 加 强 . 

设 有 概率 空间 (8, 久 ,PP) 及 . 字 的 子 0 代数 族 ( 久 ,so, 义 设 
(WitER' 是 (2, 了 F,P) 上 的 一 个 Brown 运动 , 旦 满足 ， 

1》 FCP, Gt); 

2) WER,; 

3) 对 YY fts;W 一 W, 与 多 ,独立 , 即 


_ 1 四 
PW,— W,€ 4 多 ,) 一 -二 二 一 | dy 
w 2 人 一 3 a > 
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这 样 的 一 个 过 程 C(W, ,yt ERT) 也 称 为 一 个 Wiener 过 程 ， 

事实 上 ,Wiener 过 程 只 不 过 是 把 Brown 运动 时 刻 t 前 的 so- 代 
数 扩 太 为 一 个 与 在 + 以 后 的 一 切 增 量 Wi 一 WY ft 宇 疏 都 独立 的 
5 和 代数 . 胸 , 


下 面 我 们 来 定义 对 于 Wiener 过 程 的 积分 [ €(# 0) dW,. 





1， 随 机 积分 的 定义 


令 


eT 一 {#= (C0); 0) € RX 人 | 
循序 可 测 而 生 E| Ié(e,0) lidt < 十 oo] 


在 53 中 引入 模 1 r=[E| ieceep dx ,由 23 是 Hilbert 
空间 .又 令 
So 一 {# 亡 TEL, 一 E CFs 0) Tie) CE) 


让 一 1 
tO ED Onn 0)), 
n=! 


我 们 首先 对 2。 中 的 消 数 定义 积分 ,然后 再 将 它 扩大 到 se 
上 去 . 
对 EES2， 令 


| ec,0dw, 妆 DE sw) Wan, TT Wns ). 


下 面 的 命题 说 明 ,5 在 3 中 秽 , 从 而 就 可 将 随机 积分 的 定 
广 由 经 。 扩 大 到 23 中 去 ， 
命题 8.8 设 &€57, 则 在 在 名 E504, 使 得 当 n 一 十 co 时 ， 


rT 
[#1 人 A E| |é G0) — Ett,0) [di — 0. 


证 明 1° 不 妨 设 有 界 . 否则 由 
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& 一 1 EE | “一 E| eG) Liemdt 
0 (tM 二 00) 


就 可 用 fw 二 iwitew 由 逼近 = 
2 设 (4,@) 对 4 连续 . 令 


EC) = C0 wTio; (tt) 十 PE 1 .1 ] (2). 
=] 
zl 仁 oo — EE) | dt — 0. 
3” 现 考虑 一 般 的 E232. 我们 定义 


1 站 让 

了 一 和 六 下 
ga) | z | ga sayds， 六 下 

0 < 上 


显然 名 Go 是 对 上 连续 而 且 循 详 可 尘 的 ,并 且 
ECsnp |& Ct,0) 1) < Fe[ le du <+ oo. 
于 是 由 Sehwarz 不 等 式 及 Fubini 定理 得 


[sawade 站 站 se 一 rweds] a 


Es 上 让 | 人 一 s,m) 12dsdz 


一 于 | dz| isc 一 stm) “di 
[ltée har, 
所 以 吉 €€ 名 32, 由 控制 收 合 定 理 得 到 h 一 0 时 ， 
E[ és,0) 一 Sa)lzd — 0.1 
命题 8.9 在 st 上 定义 的 随机 积分 
yo) = | bss0)dW, 








299 


具有 以 下 性 质 : 
(1) 9(z,w) 对 几乎 所 有 的 w 对 上 连续 ; 
(2) {90) ,六 ,} 是 观 ; 
(3) 五 7 人 oo 一 日， 





Fly): = 二 |éCs,0) lrds, 


EC a) nr wy) 一 E[ gs,0)8(s, 0)ds; 
pb 
{4) 对 和 任意 aCw) .asfo) GE . 殉 ， 
[ (a ECs) — asl) és uw dW, 


(A [ct + atodaw — | Cait, 一 aodW。 


一 ob) | Gu wdW, 十 aa(o)| Su 区) 


(5) {3CGso)， 罗 循序 可 测 ， 
证 明 (1) 因为 WW 对 + 连续 ,所 以 
WOE) 一 第 所) 
= 2 Eo Wins, — Wns, — Won 十 Wo) 


tnt 
一 0 ( 当 s 一 由. 
可 有 见 Yo 对 几乎 所 有 wm 对 上 连续 ， 
(2》 对 s<t, 不 态 设 sE {4,7 二 1,2,*…} ,我 们 有 


E{| (udw. ,| 
= Dé wo) Wie,, — Wons) 


+ Ef PECs) (Wns,,, 一 Wn ) 1,) 


= | tC)dW, + DIELEC, ,0) 


sl 
= 
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x EWia,, — Wns dF ) PF,] 
= | és)dW, = ys,0). 
(3 Eris) = 2 EL 0) CW,,,, — Ws)] 
一 5 ECE, WBC, 一 W,) 12,)] 
=0, 
EC Y(t, wm)) 
= PEGE 0 CW — We) COW,, — Wo,)] 
= 2 DELECCG 0) w) CW CO— W.) 
运 : 
X (Wi,, 一 W,) |F,)] 
+ 2 ELé(E ,0) E00) CW,,, — W,)"] 


= DE ,Ew Cr 一 二 


一 | ECs, ECs, wds 一 El scsvo)EGsvo)ds 
0 D 


(4) 证 明 方法 与 (2) 类 似 , 留 给 读者 作为 练习 ， 

(5) 由 定义 显然 成 立 . 】 

现在 让 我 们 来 定义 st3 中 过 程 对 Wiener 过 程 的 积分 . 
定义 .2{ 随 机 积分 ) 设 EES ,对 于 总 蕊 5, 而 朋 


a| | tasa) — Eu ?sda 一 0 (n> 20), 
我 们 定义 均 方 意义 下 的 随机 积分 为 
| gc)amw, A Lr) lim [ ecoodw- 
命题 8. 10 定义 8.2 是 合理 的 . 即 
VE A | tuadw, 
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在 鬼 方 意义 下 收 北 到 一 个 与 人)} 取 法 无 关 的 极限 ， 
p90) = {$40) dW = limn.le ,00), 

而 且 {w(,w)} 具 有 命题 8.9 中 所 列 各 性 质 ， 

证 明 ”由 于 

五 | 了 Coy 一 Ca 一 E| 18 Geo 一 | 

0 nm oo), 
在 工 .2,, 忆 ) 中 必 存 在 fs) 一 lim?.tt,w), 并 且 当 有 不 同 的 
{8 与 { 莒 } 满 足 定义 要 求 时 ,它们 对 应 的 1} 与 {和 %。} 应 有 
Eln lt,w) TT 7 CF 0) |: 
一 a| |é, Ct 0) — Etsw) [2dt 


< 2E| [eva) 一 Epo 十 全 人 ay — EC,w) | Jd 
"0 (n+ co). 
因 而 limy， (Ct,0) 二 lim 多 他) 
注意 到 8. 9 中 的 全 部 性 质 在 令 nn 一 一 吕 取 极限 时 都 保持 ,可 
见 妇 具有 这 些 性 质 . ‖ 
2. Tto 公式 
车 对 ¥ 1€E [0,T]， 
XE xo 十 [ec :wdW.,, 
则 定义 “随机 微分 ?为 
dX, = 有 人 td 
类 似 于 实 消 数 微 积分 中 的 复合 函数 微分 公式 ,对 随机 微分 也 
有 相应 的 公式 一 一 Ito 公 滤 . 这 里 我 们 将 复合 函数 微分 公式 写 为 积 
分 形式 ， 
定理 8.11 设 
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XX 一 并 十 上 esGvoodm， 十 上 ecGveas， 
其 中 8,g 是 两 个 循序 可 测 过 程 ,EE I,g 为 工 可 积 . 又 设 肾 数 


Pdt,z) 对 4 一 阶 连 续 可 导 、 对 工 二 阶 连 续 可 导 ,并 且 中 ,中 ,5 二 有 


界 . 那 来 
FX) = FOO,X,) + | ecsvopadW + | ecooas， 
其 中 
ess) 一 SG, XECs,w), 


Bls,w} = Fs, 总 十 到 2 (s， gtssw) 十 二 二 (和 DE Cs ,0). 


注 ， 2 等 有 界 的 条 件 实际 上 不 必要 ,但 为 此 需 推广 积分 的 会 义 ， 
在 证 明定 理 之 前 ,让 我 们 先 直 观 上 粗略 地 来 看 一 下 定理 的 大 


意 , 如 果 广 意 到 直观 上 关 体 有 斌 ,一 爷 , 二 yf 一 5 , 当 0<Zf 一 s->0 时 ， 
我 们 有 
Ft XC— Fls, X,Y 


(XG 一 SD 十 站 Ts, 民有 一定 ) 


1 FF yy 
十 可 Ts XX, X,Y 
二 ott s+ ollX, — X,|?) 
= AIG — + GK) Em) CW, — W)) 
+ TK) go) _ 
FF 
+ 去 守 Rs ,wy 一 TU) 十 of 一 全 


一 本 一 全 十 有 sa 人 一 十 DC 一 3)。 
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这 里 ,与 普通 函数 的 复合 函数 导数 公式 不 同 在 于 :一 的 系数 多 了 
二 3 这 项 .这 是 由 于 WW,~W, 大 体 是 与 Vz--5 同 级 的 缘故 

定理 的 证 

1 由 于 站 有 界 ,所 以 和 8E cf ,因此 | els,w4W,， 有 定义 .我 
们 取 Se2 使 得 当 no0, 

E| 1 一 Elsds 0, gf la, — glds— 0 
今 
Xt) = 到, 十 js Cos) dW + | 可 Goepas 


现在 证 明 : 对 Y e 汪 0, 当 w= 十 oo 时 ， 
Pimax [Xls yo) 一 天 (5 | 守 引 一 上 0, 《8.13) 
事实 上 ， 
Plmax [X(t rm) — Him | ee) 
OT 


<n| max 





| ce 《sy — Els wy I dW, | 二 


十 | max 
JT 





fie 900) 一 g (sw) ds 





~ 
> | 
< EE| IE Ga — Cs,w) jads 


十 EE| lg,C,0) — gls,w) |ds 


一 0 《 妆 于 -十 co). 
2" 证 明 


2 Fu K uo)é, usw)dW, 


— {EX Ged, 
0 (no— oo), 
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hep 





事实 上 ， 
中 民营， XE, 一 aw, 





<2E[[ | X)) I) ~ Sse) 
.St 
< 2cE[ 全 Ge — tus0) Lida 


ol ,RY > | 1e |2da. 


由 控制 收敛 定理 武当 ,时 赵 于 0. 
3” 证 明 存 在 {ns} 使 


[Bwrddu 一 [Besaydu — 0 (a.e.dp)(k— oo0), 


其 中 
Bu se) — Cus Xa)) + FurX, us) gus) 
+ 码 FE (wu, X(t Else). 
事实 上 ,由 08,13) 可 得 到 子 列 加 ,使 
DP| max (X00) — Xo)| > 去 | < 十 co， 
站 TD 
于 是 当 大 co 时 ， 
max | 及 , ,ssw) CO— Rssw) [0 ta.e.dP). 
了 


而 对 固定 的 wy ,wm) 应 在 Ls, 吉 七 有 界 , 即 存在 CC 使 
| 人 | EC (YE [st)). 


于 是 直 守 , 开 ,35 的 连续 性 ,推出 它们 在 [s, 可 X[ 一 C,C] 上 一 致 


连续 .进而 可 见 
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sup Be 一 局 (say| > 0. 
由 此 立即 得 到 
iim| C8,, us0) 一 Burw) du 一 0 Ca.e. dP). 
同样 ,由 于 天 G,x) 在 [0, 了 TJ]X[ 一 C,Cj 连 纺 , 因 而 一 狐 连 续 ， 
所 以 当 -= 十 cc 时 ， 
sup | Fls,X,, 《50 FEOss KS) | 0 (Ca.e,.dP). 
而 此 可 见 , 简 下 只 要 对 #,g 都 是 简单 函数 的 情况 证 明定 理 就 
行 了 . 
4"” 设 0s tsT， 
上 (人 一 Eo Cw) 10; (ED 十 0 sy)， 


R= 


HH 一 1 
EC) 一 loo) 十 DPD Lo 0), 


*#=] 


于 是 
四 ‘: 9F 
FRY RD, 和) 一 | XE dW, 


-DH [Fl ) ~ Fess X,,) 


一 | ”要 Es, xX, és)dWw, | 


可 见 只 对 每 一 小 段 (@& ,ti]( 下 面 改 记 为 (3,z]) 来 证 明定 理 就 部 
了 ,也 就 是 说 ,不 妨 设 Ettw)ygtto) 都 与 上 无 美 .如果 {r 一 0， 
1 和 :9m 是 (s ,1 的 分 割 ,那么 


F(X sn) ) 一 下 人) 一 Es RSCw dW, 


中 一 ] 


-和 CCre Xr, ) — Fr XN. )) 


+1 


— E(w )| 到 EO, XdW,. (8. 14) 
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Oe 


由于 号 Gu) 对 x 在 [s, 中 上 一 臻 连续 且 有 界 , 所 以 在 均 方 意义 下 
有 
Wy, 


TE+1 TE 


,XdW, 一 CD lim 2 号 Cr CW 
这 样 , (8.14) 右 端 极 限 为 
(2) lm {Tire Xs 


1 Flr X,,) 


—é(w) 到 Cr AW, — We)) 


Tt 


1 aF 


如 PTE — Ta) 


《rr， Xs 1 


m1 
= (1L:) lim > 
T= 


十 中 (ruXu)CK — Xs) 


+1 
1 学 如 


十 oy 2 ar3 《re 


人 各. ) (XX 一 Xe 


Thr] 


— Cw) TF (ree) CW,,, 人 ( 叉 , 在 XX, ,和 


= (£7) lim n | > 5 


Rt 
1 ga FF 
2 a 


间 


二 十 1 


| 村 


Cr 


) 十 王 Cr Be) 


T+ 


(ri ) 





CAE 一 zi) 


TT XX 


各 +3 


1 < FF 
十 到 之 / rR 


一 ECrer — 5.))]. {8. 15} 


由 于 守 (,X) ,2 3, ,XS :有 都 对 上 连续 ,可 见 第 一 个 和 号 


= 3 
EA 十 有 总 GD) 十 二 各 2 ,x jd 
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男 一 方面 





(CX, XP BC) Crirt — Ti) 
一 名 (ao)L — We)? — (mr 一 ray | 

+ 2 Cg We — WO + gr 一 zc 
= LW CO— We Oo Cr 


ze) | 
十 fr — TE). 


由 于 {CW 一 Wo) 一 《rn 





re 光宇 0} 相 互 独立 ,所 以 对 
I 全 5 和 Crh, 旷 ， EC 


Tl TT We )? TT 《1 本 Ty 
j 言 , 居 各 加 项 的 交叉 乘积 的 数学 期 望 为 0, 于 是 存在 常数 C 使 
m1 
Er CO ELOW,,, WY 《re+i 一 ze 
由 二 详 
m1 
2C DELW,,, — WY 十 (rr 一 本 
上 二 中 


m—1 


一 SC 2) 《za+1 — Tt) > 0, 


业 一 省 


因此 


5 FC WS, 一 Wy 2 | SE (us X.Y Edu, 
此 外 ， 由 Wi 在 [s 以 ] 上 一 致 连续 ,我 们 有 


m1 
> [IW 一 | 《ra 1 
=D 


一 za) 


m1 
< max |W,,, 和 Ww | 2 {Tht TT Ti) 


= max|lW,. —W.,|(—s)—0. 
Ek 下 十 1 遇 


显然 还 有 


Dy rmi 一 re) SE Max (rar — TE S00 (mr oo), 
2 
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i tT 


a 


人 


去 3 Tr) 一 X — | Thu Xdu 2 0. 


了 是 Ita 公 \ 式 得 证 . 1 
不 难 将 Ito 公式 推广 到 高 维 的 情况 . 
定理 8.11 设 fGx)G 这 (4,xE€R") 是 对 :一 阶 连续 可 导 , 对 
Fr 
zx 中 ,zx 中 有 二 阶 连续 偏 导 数 的 实 画 数 ; 加, 生 ，2， 
#) 有 和 异 , 又 设 


KD 一 XD 十 | DS EP s,m dW 十 | en {sw)ds. 
ai D 








Ciy j=l 2 


则 


Fs KDS 下 (0 YX) + 3 让 2 EG, KEP Cs ,sw dW 


ji 一 上 7 一 ] 


+ 上 | 竹 G,X) 十 > Ec, 和 gC,0) 


加 


十 地 ;> a Cs, :XX， ,Se sw) EP (s,m) |ds. 


3 随机 微分 (积分 ) 方 程 的 解 与 扩散 这 程 


从 To 公式 我 们 可 以 看 到 : 当 给 定 连续 有 界 的 扩散 系数 <(z) 
与 漂移 系数 bz) (这 里 考虑 一 维 的 情况 ), 我 们 如 果 能 得 到 下 面 方 
程 的 轨道 连续 解 X,: 


dX, = WY a(R)dW, + pOX, Ndr, 
其 中 {WW 是 Brown 运动 ,而 芒 ， 蕊 AaoCXo Wayw 人 0) ;那么 ;对 了 


EG( 二 阶 可 微 紧 支 集 函 数 )， [AGO 一 | 1 XY du ,是 抽 
其 中 1/ $f "te | 《请 对 照 $ 6.1 命题 6. 6). 在 下 面 的 定理 
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中 ,我 们 会 看 到 当 方程 
一 总 十 | VatX dW + bX du, 
区 x 呈 于 


对 Y :0zER 都 存在 分 布 唯一 解 ( 即 任意 两 个 解 都 同 分 布 ), 就 
有 


《8. 16) 





ES KN IS) = LK) 十 | Er (Lf KR) dz 


= ECF(X) |X,), 
也 就 是 {X,， 多 小 是 马 氏 过 程 , 并 且 当 /EC 时 . 必 j 一 FACoe 是 
1 多 的 形式 生成 元 ), 这 样 , (X,} 正 是 我 们 要 由 ae: 去 寻找 的 
扩散 过 程 . 由 此 可 见 , 由 扩散 系数 与 漂移 系数 去 构造 扩散 过 程 的 问 
题 , 也 就 是 构造 随机 微分 方程 (8.16) 的 解 及 其 解 的 唯一 性 问题 . 


1，1to 随机 微分 方程 的 强 解 的 存在 唯一 性 


定理 8. 12 设 在 (2, 诡 ,PY 上 有 代数 族 .也 ,不 ,{Wi,. 也 ,} 是 
Wiener 过 程 .又 设 ol(x) ,bxw) 是 民 上 的 实 沙 数 , 满 足以 下 条 件 : 
1) gs 有 界 : or) | 所 A IbCr) RA; 
2) 对 Y x ;TE KR', 
efzr) 一 EC | AIz CO xil, 
[aT 一 中 | EAX x! 
则 对 人 尾 一 X,Cw) EE 多 6, 且 EXolw)》:<o0, 下 面 的 方程 有 唯一 解 


和 一 Xueoy 十 jccoDyam。 二 J oC.)du, (8. 17) 


{Xt EE RR') 对 多, 循序 可 浏 ， 
而 且 这 时 ECFCX,C0)) 1 多 6) 一 CFCX,(w)) | 玉 ,) 对 任意 有 界 连续 
函数 了 成 立 . 
证 明 1° 我 们 用 类 似 于 常 微分 方程 中 的 逐次 带 近 法 来 证 明 
方程 (8. 17) 的 解 的 存在 性 , 令 
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Ee 


ww) 二 时 Ca) 十 ee yd 十 [ecx Co)du. 
加 a 


(8. 18) 
首先 ,我 们 可 以 看 出 全 部 {ZP (ow) ieER Cn 一 0,1,…) 都 是 循序 
可 测 的 ,对 + 上 是 连续 的 . 叉 令 

Mf) 全 并 Co Xr (Cw) 








= [edn)) — olKED C0) ) dW. 


十 [ (BCXe-D(o)) — BCX DC) Yds, 
于 是 
ElA.(t,0) :< 2F 





[earn) aK) ) dW, | 


2 


十 2g| | exe eo) — bX C0)) Yds 
和 人 1+4+1， 





其 中 
1 去 2E| len 0)) — glKn 0) [sds 
< 24°E| [RD (0) 一 Xe -akan [ds 
v 
一 242| [2,5 0) ids; 
只 
1 < 2zE| [ECKE-D C0)) 一 CR Cw)) |2ds 
EE zaE| | 和 153 加 | 和 < 
将 忆 |4stzsey12 记 为 Hi， 我 们 得 到 
多 CD 2A 十 D| pids Cn = 2,3,.), (8. 19) 
注意 到 
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一 忆 1XD Ko) — XW Cw) | 
4 日 2 
-天 | | oCX dW, + { bX ds 
得 0 


EloCX) OW, — Wo) + hEXGY): 
ECoCR) + ECDCOK)) 
A 二 1). 

由 (8.19) 容 易 用 归纳 法 证 明 


(0) 近 








2" TAme (Cl + 2)" 
| ” 


于 是 PEIAG, DE YR) < 0, 


n=l n= 上 
可 ED XPD) — XP P| ED EI (| + oo, 


n=1 nn 二] 
即 
EA limR (Cw) 


一 Xu(a) 十 DV KV) 一 KP)) 


n=1 


等 式 右 端 几乎 处 处 收 伍 并 有 限 ,将 它 记 为 筷 (o). 我 们 得 到 
z| | 区 (ay 一 0) |2ds A VE E| iaGs， w) | ds2" 


pe 





A 
< 之 中 &! ds RiC2k + 1 


0 (nm oo). 


因此 

E| IXm ce) — Kw ds 一 D (nr 00). 
利用 随机 积分 的 性 质 , 我 们 得 到 
E|| eck oaw. 一 | ox.)aW, 
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i Tie ep 





= zl 1cCXe Co)) — ol Rw) ) dn 
on 


< aE| [XE 一 X Ce) |2dz 
六 


一 日 《aa 一 ceo]， 


2 





Ef oxydu 一 | 6CX. Ce yd 
n 由 
去 :| [KoD) — OCX w)) Jdu 
[a 


过 eA:E| [XO 0) 一 Kw) [du 
Lo 
一 (no— o0), 


于 是 在 (8. 18? 中 令 ma 十 cc ,就 得 到 
(ay = 和 Coy 十 facx. (oda. 十 bX, CY du. 
了 


而 且 和 , 是 对 多 .循序 可 测 ,对 上 连续 的 . 
2” 现在 来 证 明 唯一 性 . 
设 蕊 ,7, 都 是 (8, 17) 的 连续 解 . 令 
PE) = EIX(t mw) — YG,w)!, 
出 于 |o| 委 4 ,18| 委 抽 ;所 以 对 1 之 十 oo， 











EIX, ~ Yl 2E| [oCK) — ocr,) [du 


十 ae| [BX — bY) sdz 
用 


8AT(1 十 让 二 十 co， 
因此 史上 过 十 co 而且 


PCD 二 24201 十 Df pds < 
自 


ni 2) 
0 (m+ oo), 
可 疯 qx2) 一 0, 妈 对 任意 国定 巡 >0， 
ElX,— Yl ~— 0, X,=Y, (a.e.). 
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六 由 Xi 的 轨道 连续 性 得 
XK, CW) Oo YY, Cw 《ae }, 
3” 根据 条 件 期 望 的 定 尽 与 有 和 界 收 和 敛 定理 ,由 
ECFCKM |B0) = ECFCX™ Cm)) |X,) 
易 证 明 : 对 有 界 连 续 上 是 数 ,有 
ECFCXD) Fo) = ECFCEN IX). | 

注 ， 定理 中 条 件 lefz)iviagtzr)1 窑 4 是 可 以 解除 的 ,只 需 在 证 明 中 用 
aocr) ，i6gz| 雪 4 十 4|zi 来 代替 1egryly 61s4 而 的 者 是 s(x)， 
p(x 满足 Lipschitz 条 件 的 推论 ;但 是 在 这 里 我 们 着 重 丰 交待 刘 用 随机 微分 
方程 暂 造 扩散 的 主要 思想 与 方法 ,所 以 线 了 一 个 最 简单 的 办 法 洽 到 证 的 存在 
唯 - -性 ,而 不 去 追求 得 到 最 好 的 条 件 . 


2， 由 Ito 方程 构造 扩散 过 各 


定理 8. 13 在 定理 8. 12 中 所 得 的 解 是 一 个 强 蕊 拒 过 程 . 

证 明 设 rt 是 对 { 久 , 的 停 时 , {XCw) ;zt 实 0} 是 定理 8. 12 中 
所 得 的 随机 积分 方程 的 解 .不妨 人 很 定 P(r 过 0) 二 1. 令 

和 (ao) 一 Xm) € 5， 
WW C= Wy Oo WW (0), 
多 = oF U {W304 )， 
于 是 ,{ 太 ,, 实 ,} 是 一 个 Wiener 过 程 , 再 由 定理 8. 12, 得 方程 
上 二 Cw) 十 ec ()d 太 ,十 | ee?du， (8. 20) 


(及 对 { 艾 ,) 循序 可 测 
有 唯一 解 .但 凡 } 与 { 富 -者 是 (8. 20) 的 解 , 因 此 
é. (ww) 一 X., (0w), 
而 且 对 Y t>>s, 及 有 界 连续 函数 f， 
ECFCED) | 全) = ECF CE [btw)), 

















村 





即 ECFCX,. ry) Ea — ECFCR,L:) |X.), 
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定理 8. 12,8.13 可 以 不 困难 地 推广 到 如 上 的 局 机 积分 方程 
问题 . | 
定理 $.12 设 ElX8) < 00， 
[Br) 一 可 (za EAI 一 人 |， 
igre Oo lx) | RA — xl, 
对 二 1 是 RR 上 Brown 运 
动 ,W,€. 实 ,, 则 存在 唯一 的 对 {2,) 特 序 可 测 的 过程 
(CRsf 0) = CXROY gE 2 0) 
满足 方程 
和 fo 一 KOCw) 十 Sax yd + A. 55 


此 外 ,对 任何 Re 一 R' 连续 有 界 函 数 广 有 
EC (XN) NP) = ECFCOKX,) |X,). 
定理 8. 13 在 定理 8. 12 中 所 得 的 解 (X.;t 字 0) 是 以 (R， 
< ) 为 状态 空间 的 轨道 连续 的 强 马 狼 过程 . 
定理 8&. 14 对 定理 8.12' 中 所 得 的 马 氏 过 程 基 = (X,;t 这 00)， 
车 将 其 无 穷 小 生成 元 及 其 定义 域 记 为 .x 与 必 (.2), 则 G3 忆 
溉 (2), 而 且 对 Y EG ,ef 一 271, 其 中 


Lf OD = Da) H+ ocr ) LE, 
fr 一】 





aig) 一 Paar)ov(tz) 《〔 即 4Cz) = go 0"). 
证 明 对 一 阶 连 续 可 导 紧 支 集 郴 数 刀 公式 我 们 有 
df(X,) =— Sa YY Eo (X,YdWi 十 > x, J6 CX du 


十 地 > (z) 元 -3 x ?d. 


因此 Ef OX) 一 PCz) + 二 are 
于 是 
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| Ef) 一 FoD1 = | E27 Xd 


tLF| 一 0 【〔( 当 上 一 0). 
可 见 G3 性 BolR')( 强 连续 中 心 ), 又 由 于 BoCR82 是 闭 的 ,因此 Ce 
( 紧 支 集 连 续 函 数 集 ) 忆 BotR*). 于 是 由 Lf 仍 是 紧 支 集 连 续 函 数 ， 
可 以 得 到 

















FE — fr) 一 工 Fr) | 


去 了 | ELAKRD) — LF) de 
= max | ELFACX) — LCx) |. 


又 由 紧 支 集 连 续 函 数 可 用 C3 中 函 数 一 致 遂 近 ,所 以 存在 名 ,使 
tar) Oo— Lia | 0 nr 00), 


| aczy — Lf) | 二 于 . 


那么 | ECp XD) — LACKXYY SE ， 


于 是 
max | ELFCE,) ~ Lf) || 


< maxt | ECLAOX,) 一 pr CX )) 
十 | ECgpyR) — py + EF) -pz) | 
和 于 十 引 Z9v | ， 
3 
二 一 一 一 一 sl A 可 ， 


max | ELFCAX) — LAOH < 


EfX) — f(r)) 一 crco|- 0, 


也 即 FE 90 而 -of 一 5 


$4 与 扩散 相 联 系 的 著 与 Girsanov 公式 


1， 指 数 靳 


在 第 五 章 中 ,我 们 已 着 到 由 Brown 运动 {8,31 访 0} 可 以 引出 指 
数 著 {e3-3, 27) ,其 中 名 ,二 olB,1s 才 1). 实际 上 ,对 于 Wiener 
过 程 的 Ito 积分 也 可 以 引出 相应 的 指数 鞍 . 

命题 8. 15 设 在 (2 多,P) 上 有 Wiener 过 程 {W Ft 之 
0). 又 设 [ 太 Cw) ,下 ,5t 这 0} 循序 可 测 ; 并 存在 常数 上 ,使 

Eto (VwE Dt 0). 
令 Fa) 和 A exp| | 二 (dm 一 去 | |é. (6m) hd |. 
则 1200 祈 1t 宇 0 是 靳 . 
证 明 记 指数 上 的 积分 为 久 ,, 对 e** 用 Ito 公式 即 得 命题 . 
2. Brown 运动 平移 的 测度 (Girsanov 公式 ) 


设 在 (8 多 ,Py 上 ,WF 是 WWiener 过 程 ; {gCw) yw 这 9} 对 
(多 循序 可 测 ,并 有 界 
[a | EL (Ya 0,w € 0). 


定理 8. 16(Girsanov 公式 ) 车 ,一 W, 一 | gw) du 令 
由 
"Col UY ， 


P(A) = | zcoodP (¥ 4E 多 )， (8. 21) 





其 中 Za) = exp [owaw, 一 到 | lg ldu , 


则 了 (*，) 是 (2 多,,) 上 完好 定义 的 测度 ,并 且 {XX,;z 这 0} 对 .多 ,是 
(5 , 疡 ) 寺 的 Brown 运动 . 
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注 . % 有 界 的 条 件 可 减弱 ,请 参考 [G1. 

证 明 1) 证 (8.21) 式 完好 地 定 久 了 多 .上 的 测度 产 , 

首先 ,车 AE.F ,CC 多,, 那 么 由 于 {2Z,,'F,} 是 对 ,我 们 有 

EC(Z(0)1a) 一 EC(F,Cw)1a). 
可 见 按 (8. 21) 式 ,无 论 把 4 看 成 多. 上 或 ,多 ,上 的 集合 , 产 (C4) 的 
定义 是 唯一 确定 的 . 又 对 4 E .多 ,由 于 { 百 (1 多) 多) 是 一 致 
可 积 豆 ,我 们 有 
la = Ell.) = limECQ | ,). 
于 是 可 定义 
(A 一 limECE(Cla 1 ,2.) 一 limE ClaZ,). 

显然 方 是 (0,. 久 .) 上 的 测度 ,而 生 在 任意 .多 ,上 ddP. 把 记 与 
一 限制 在 突 , 上 ,就 有 





和 Co) = Ze》. 


2) 设 VE 多 ,而 且 负 (四 一 9 当 sa< 上 由 附录 命题 0.6 得 
到 
Ce Xr | | .多 


一 E| exp| MT 一 W,) 一 wd 一人] 


+ FW, — W.) ~— + — PP 到 | 





一 Eexp| GA 二 xz)(W, W,) {i 于 oj 一 





5= i 
= exp[| ph 十 ?一 (2 十 六 | (+t— | 


-+ 
上 





I 二 天 
| 


3) 设 员 是 简单 画 数 , 即 
RO 一 Rl lu) (FEF.). 
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这 样 ,对 0<snb<tpa<w<t 我 们 可 以 算出 


如 | 1) | 
1 : 


n 
于 

j RR" I ;ff de 

i 人 


2: Lo)] 


Be hg, | 
| wor wm Zim) 
X 五 | e Zw) ,Cwm) 

于 是 ,我 们 只 要 证 明 


万 
2 1 





1 12 
一 豆 粘 人 i 


|- e ， 《8. 22) 








就 由 归纳 法 可 以 得 到 
i i | i 
pa e 和 )- e ， 
也 就 是 在 d 户 下 ,《X,;t 宇 0) 是 独立 增 量 的 高 斯 系 , 并 上 且 
ECX,— X,) = 0, ER, — KX) — |t— sl. 
又 由 (XX,;t 守 0) 轨 道 连续 ,就 得 证 (及 ;1 守 0) 在 d 户 下 是 Brown 运 
动 ， 
六 证 (8. 22), 只 要 注意 到 | 是 简单 一 数 ， 不 妨 设 它 在 (5 - put 
上 多 二 PE 多。 (否则 可 以 再 细 分 ). (8, 22) 左 边 就 变 成 


El exp| is 一 WW, ) ~— $l) Cs — te_1) 


+ Ho) (Wi — W, ) — Ei — vg| 
! 





于 是 由 2) 的 结果 , 它 应 为 e 区“ 
4) 时 一般 有 守信 序 呈 测 的 C&C LO Ra 
程 (4 C0) ;wu 庄 0), 使 
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E[ gw) — Rw) dn 0. 
a 


— D. 


于 是 五 | | gaw. 一 | 
因此 ,不 妨 设 





0 wd 一 二 | :PY my du 


从 而 
Zi) (la.e. dP). 


又 由 于 


[a | | 2 E| ea。 - ie “| 
1 一 El e 


| 上 a ew, 一 外 fm 12as+ 引 Im de “| 
已 


1 

' 上 a ] | 1 . 一 

[zl Ean am -has “| | de ] 
e 


XEle 


~ 


了 


所 (ee 用 一 的 十 on， 
可 见 ZI" (对 二 … 致 可 积分 . 令 
Xx" = W,— [godu, 
易 见 XX." 到 ;在 下 式 中 , 令 可 一 c， 


‘Dak Him 3 -Re 全 -1 
ElZme 1 Ym )|-。 一 ‘+=! ， 
全 一 ] 
就 得 到 
sec FOR- 
EZ(me" | Te 
此 即 需 证 .1 
注 :在 请 全 也 有 Girsanov 公式 ,证 明 完 全 相仿 . 
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3， 扩 散 过 程 的 拷 方 法 简单 介绍 
在 第 2 段 中 ,我 们 已 经 看 到 ,在 一 定 条 件 下 


[fonaw ZF ww :du 
[el AW lls 1 ,| ‘8. 23) 
是 拷 , 如 果 取 
RW) 一 (KX) X, = fecx dw, 十 | sczoyda， 
op 血 
那么 | eC aw, 一 六 ,一 [sx du, 
0 
于 是 
ai 一 本 1 Nd 
| a sR da ,| £8. 24) 


是 款 ( 其 中 atX,) 二 |otX.) | 可见, 给 定 了 a,6; 它 所 决定 的 扩散 
过 程 使 得 (8. 24) 是 蒜 . 在 $ 8.3 中 ,我 们 构 间 扩散 的 出 发 点 是 已 知 
一 个 Wiener 过 程 {W,,. 芒 ,5t 实 0) ,但 是 这 对 构造 扩散 过 程 是 多 余 
的 ,我 们 实际 上 真正 关心 的 是 在 旭 =C(C0, 十 oo) 一 R') 上 构造 济 
度 了 P,(，) ,使 得 对 ,tr 以 前 C00,20) 一 R') 柱 集 生 成 的 oo 代数 ) 
坐标 过程 基 (w) 人 wl) 在 已. 下 满足 条 件 ; X60 一 zx,X,E.F; {X,st 
宇 0} 是 以 a;8 为 系数 的 扩散 过 程 . 于 是 ,我 们 自然 地 将 这 个 间 题 改 
为 下 面 的 “拷问 题 *: 在 名 上 构造 测度 P.(，) 使 得 在 (2, 匀 ,PP,) 
上 .对 Y AE RR!， 





2 


了 7 
A — af bX de Sh ac, yen 本 


是 著 , 其 中 闫 (ow) 二 (2 ,w= 二 (wt) ;t 宇 0). 对 于 多 维 扩散 ,和 鞍 问 题 
担 法 类 似 . 
Stroock 和 Varadhan 引入 了 上 述 的 蔷 问 题 , 并 给 出 了 下 面 的 
重要 定理 ， 
定理 8,17 设 4(z)= (aifz) 的 分 量 连续 ,(z) 一 (80z)7 的 
分 基 Borel 可 测 ,Y isd ,并 存在 C0,8.>>0, 便 得 
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Déa ns 0 (YY 0:2 zj ， 


lastr)| CU |z|), 
Ba | ECU + Ie)); 
则 关于 ACr) ,5(x) 的 著 问 题 的 解 在 在 唯一 ;任意 认定 x 在 在 唯一 
人 二 C0, 十 0) 一 开 ) 上 的 测度 已, 使 得 对 Xtw) 人 w(t)， 
P(Xo 一 x) 一 1. 
并 且 对 Y AE R'， 


{ax eX, Cnr -EAT, (ayadu 1 


Ie - ,| 
是 在 {有 D,. 守 ,PP:) 中 的 鞍 , 进而 (多 对 ( 介 , 罗 -) 是 时 齐 强 马 
氏 过 程 , 它 的 转移 函数 是 
疡 GD) 一 oo) 全 A). 

CC8. 25) 中 的 C- ，" ) 是 指 型 中 的 内 积 , ) 

定理 8. 17 的 证 明 涉 及 过 多 技术 上 的 夯 难 ,我 们 这 里 只 能 略 
去 .有 兴趣 的 读 考 可 参阅 LG]， 

注 , 对 YAE ,08.25) 是 摧 与 


(8. 257 


{rexo — Fx — | LF) <8.26) 
对 Y FSC 是 鞭 是 等 价 的 民 的 定义 同 前 而 ) 因此 熟 问题 的 解 也 必 以 4.8 为 
系数 的 扩散 过 程 的 一 个 构造 . 各 问题 的 唯一 性 定理 此 诉 我 们 ,在 定理 8. 17 的 
条 性 下 ,4, 届 决定 了 扩散 这 程 的 转移 摧 数 . 


4， 扩 散 过 程 的 GirsanovY 公式 


作为 2,3 两 段 的 应 用 ,我 们 容易 得 到 :由 方程 
dx. = oCX dW, + bX du, 
\X, 一 广 


人 一 如 (已 。)dH7 -BX dz， 


到 0 一 十 
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EE A ee i eb 


所 决定 的 扩散 过 程 的 测度 已 . 与 疡 . ,在 4 一 oo7 与 Bb' 池 分 别 都 满足 
定理 8. 17 的 条 件 时 , 若 还 有 

gz 一 (zz SC，|etz) Br}| SOC, 
则 dP, 与 dP, 相互 络 对 连续 ,而 且 


一 1 ， 了 全 , 
d XD Ky 于 | Xuan 


下 
Cmy 二 Ee . 
dP, Ss, ? 








其 中 
PRY = BOR) 一 BOR ACK — BAK). 


习 题 


1. 设 (Wyt 宇 0) 是 一 维 Brown 运动 , 令 蕊 公克? 试 求证 
人 re) (2 一 1) 2 
dX, 一 | dW, 十 2 ds 
2. 试 证 明 当 | .GoyhsC< 一 十 co 时 ， 


下 eva 一 二 tea 
e + 


是 鞭 , 其 中 多 :一 ors 扫 站) 

3. 试 证 明 在 定理 8. 12 中 取消 条 件 :a(。) 与 5。) 有 界 但 候 
定 EXI<o0, 唯 一 性 仍然 成 立 . 

4， 试 求 币 由 下 面 的 随机 微分 方程 的 解 得 到 的 马 氏 过 程 
{{ XY) 320) 的 无 穷 小 生成 元 ， 





X, = W,, 
| 一 了 十 {Wau, 
其 中 YE {Wi,F,} 是 满足 定理 8. 12 的 条 件 的 Brown 运动 ， 
5 在 条 件 EZ, 一 0,2,2, 一 +: As 一 ts 之 下 求 出 一 个 高 斯 过 程 


(ZrDs:t<S1) 应 满足 的 Te 随机 微分 方程 . 又 问 Z, 与 Brown 桥 之 
间 有 什么 联系 ? 
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2 
了 一世 


6 设 E[| fwdwlF)= 0 CD， 六 EdP)， 


答案 :dz 一 dm 一 di 





Ef 一 A 一 0 一 十 oo), 试 证 明 E([ fC,w)dW.|7,) ==0. 
7?7， 设 了 一 阶 连续 可 微 , 试 证 明 
| fw Yd. = FO 一 Pa) 一 去 | fF Wdu, 


其 中 尼 是 地 的 原 函 数 ， 
8, 设 {ptim);tE[D0, 十 oo)) 蚌 对 罗 ， 循序 可 测 的 过 程 , CW; 
也 是 BM ,而 E| gusw) fdu 之 十 ee. 试 证 明 当 t 一 十 co， 


四 


| resepdm。 在 收敛 的 意义 下 有 极限 . 

9， 设 mm 为 有 界 循序 可 测 过 程 , 则 

$= exp( | naw 一 去 | le lau) 
满足 方程 
7 一 ngdW,, 
加 二 1. 
10. 《Stratonovich-Fish 对 称 积 分 》 
设 {ft,w);t 实 0} 轴 道 连续 , 它 与 :Wjt 宇 0} 者 对 { 锯 ,} 适 应 . 


令 





few _ dr A Cp) fim ») Cs) 十 fr) AP，， 
日 :0 2 
其 由 “Cp) lim "表示 依 概率 收 信 ， 
A = max|i — tl A = W, — W, . 
I * 4 1 


斌 证明 上 述 定 义 合 理 ( 极 限 存 在 ) ,并 且 对 Y .FECICR')， 
Fm) ~ FC) = | DI Fu wm) o dW,, 
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其 中 一 | rc » dW,. 





， 试 证 明生 e*|。 “dW, 十 > 满足 随机 微分 方程 
dé, = dW', pbé,di, 
{s 

nt -个 Gauss 马 氏 过 程 ,并 求 出 的 转移 概率 密度 . 

12. 试 证 明 ( 台 一 | /uyw)dWosw 之 0} 是 BM, 其 中 下 满 中 

1 ft 半 0) 对 {ol s4 所 71) } 循 序 可 浏 ，; 

2) IF,w)|=1. 

提示 ;可 先 考虑 两 种 简单 情 帝 而 得 到 启发 :中 (ww 与 w 匹 美 ; 而 且 是 
阶梯 函数 ;加 了 la,w) 基 阶梯 薄 数 . 

13， 设 B® 和 1BDt 字 0)(i 一 1,2) 都 是 对 {也 ,| 适应 的 
BAD ,又 设 {9f yt 证 0} 对 1 祈 ,} 循 序 可 浏 . 则 

El| | eseodag c(Be)| = 0. 


14, 设 dS 二 gt6 dW 二 5&7)di; 记 (rT) = |agCz 又 设 
az)eestRtes 指 有 界 连续 7) 又 若 
FCRT, RID) rR, (tx) rf 工 )， 
了 对 上 与 工分 别 一 阶 与 二 阶 连续 可 导 , 且 
Y A +b) 


十 六 az 》 
则 {全 了 ,50 ;2 宇 0) 对 {多 ,是 靳 . 
15， 设 上 是 习题 14 中 的 扩散 过 程 :,/ 星 具 有 一 - 臻 连续 的 有 界 
一 ,二 阶 导 数 的 有 界 蚂 数 . 则 AE 喇 (-ar)， 
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第 九 章 ”平稳 过 程 与 遍历 理论 初步 
8 1 平稳 过 程 的 线性 理论 
1、。 线性 系统 的 表示 ,脉冲 响应 与 频率 响应 
设 有 一 个 信号 {x.;1€ 


7} 输入 一 个 系统 工 ,而 得 到 
输入 区 输出 输出 为 :wstET) 证 为 


一 上 xz.， 称 系统 工 是 线性 
的 ,如果 对 任意 实数 asm; 输入 C(x) 与 (x 中 ) 永 还 有 
y= Limr tt mr) = olLr tt aLer'. 
显然 微分 .积分 、 线 性 组 合 等 系统 都 是 线性 系统 . 
为 简单 起 见 ,考虑 工 一 2, 对 了 醋 一 Ri 的 情况 想法 类 伺 . 
当 zx, 一 0 全 18JEZ) ,其 中 鸭 一 le 机 
Lx. = L8. 0) = (oh hl Ah. i). 
由 系统 的 线性 ,对 Y .二 {XfEZ!， 
Lx. = 2 rr. 0) = eh. 人) 
如 果 我 们 考虑 的 系统 是 一 个 稳定 的 系统 ， 那么 对 和 输入 信和 叶 作 


一 个 时 间 平 称 , 输 出 信号 也 应 该 是 原 输出 信号 同样 的 时 间 平 移 , 即 
这 时 应 有 








Cad. < ,= CLOCON),_;, 
即 丘 〔 门 一 内 (DO7. 
将 天 (0o 记 为 天 ,那么 


《二 了 一 Yrs 一 hr 
k 下 


em nh ee 


由 此 我 们 看 到 Gh:t€E2) 在 系统 工 中 起 着 航 重 要 的 作用 . 六 因 为 
(0) 可 以 看 作 时 刻 0 来 的 单位 脉冲 ,因而 我 们 特 给 = (31 EZ) 
一 L8C0) 命 名 为 脉冲 响应 区 数 一 一 系统 工 对 单位 脉冲 的 才 应 ( 输 
出 ). 
当 了 一 及 时 , 娄 拟 的 讨论 可 以 得 到 
(LY, = [fea — s)ds 一 | re — sh(syds. 
当 古 ==Z ,输入 为 x 二 e* ,和 葵 出 应 为 
y= 二 {Lz. > ， 一 Dj he A | She een, 
函数 态 (D 一 > Ase mm 表示 频率 为 4 的 谐振 信号 le"} 输 入 系统 工 
后 ,输出 信号 的 关 大 倍数 , 称 为 频率 啊 应 国 数 . 


2 富平 稳 过 程 线性 理论 的 背景 


当 对 一 个 线性 系统 工 输 入 随机 信号 时 ,输出 也 是 一 个 随机 人 入 
号 ,它们 之 间 关 系 是 什么 呢 ? 
例 1 若 对 稳定 系统 工 , 设 > 过 十 ce 输入 中 混 有 完全 随 
机 的 "噪声 ”, 它 们 为 相互 独立 同 分布 随 机 蛮 量 序列 E 16( 3 
Z)} ,那么 输出 中 由 于 随机 噪声 引 起 的 随机 信号 部 分 就 是 
i) 一 Dé, 0). 


3 会 tyrt 写 0} 是 一 个 平稳 序列 . 如 果 (&;tEZ) 是 一 个 不 相关 的 同 
均 秆 、 方 差 的 序列 ,那么 y 就 是 一 个 宽 平稳 序列 . 

例 2( 随 机 振动 》 设 口 ,V 是 两 个 互 不 相关 的 均值 为 0、 同方 
差 的 随机 变量 , 令 











Zz C= Ucosd 二 Vsin 必 ， 
那么 (x3z 宇 0) 就 是 一 个 宽 平 稳 过 程 . 
证 明和 留 给 读者 自己 去 做 . 
例 3( 随 机 电报 信和 号) 设 v 和 全 (y(t1) ,1E RY) 是 Poisson 过 程 ,? 
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是 取信 为 土 1 的 随机 变量 ,7 与 v 相互 独立 ,上 且 到 一 0. 令 京王 
(一 1707, 风 {5.5tE€ Rt 是 宽 平稳 过 程 . 
证 明 A 二 EOE[( 一 1)*"?]==0， 
EC(&E) = EC 1) +) 
一 Pr 十 zs) 一 个 数 ) 一 已 CC 十 vfs) 二 奇数 ) 
二 PO 一 ws) 一 偶数 ) 一 PCG) 一 vs) 一 奇数 ) 


a Go MC 
2 Ck)! 2 CR 41)! 

















~ 
a 【一 A 一 5)) 一 2 
e 和 亲 e . 


训 见 村 ,;t 宇 0} 宽 平稳 . 
这 类 宽 平稳 的 信号 在 调频 电子 条 统 中 常常 出 现 . 
命题 9.1 如 果 稳 定 线 性 系统 工 的 脉冲 啊 应 函数 满足 条 件 


epaey jCdr)plds)》 过 十 co (pm 为 一 个 测度 )， 


则 一 个 二 元 可 测 富平 稳 信 号 通过 世 后 ,输出 仍然 是 宽 平 稳 的 . 
证 明 ”对 Y wn, 按 办 道 考 虚 , 令 


CLé.Y, A ae ednar). 





自 于 ES 二 const (G6) 二 民 RG 一 s) ,我 们 有 





E| | (Eouypldr) | 
< [acy IIECE, -eyetdryadds) 
< aes) lcdr pcdsyE ls + oo 
Elacr)s ,CN pe dr) = [E&Y pds) 


一 Ee (ryutdr); 
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a| ae) Ce pdr) he)8., Cy pds) | 
一 | RRCGYI ECE ES Yadr) nlds) 


一 cic Re — tr 十 stdrytds). 


可 见 CLE.D, 与 + 无关,ECCLE, ES 只 与 上 一 rz 有 关 , 芭 Lt. 
宽 平 稳 . | 

宽 平 稳 过 程 的 线性 理论 给 随机 宽 平 稳 信 和 号 通过 线性 系统 的 变 
化 的 研究 ,以 及 为 达到 某 种 目的 {例如 压制 干扰 突出 信号 ) 的 线性 
系统 设计 提供 了 理论 基础 与 处 理 原 烈 . 宽 平稳 过 程 的 线性 理论 从 
数学 上 看 ,就 是 将 过 程 放 在 Ltdp) 中 去 考查 研究 . 


3. Hilbert 室 间 中 的 窝 平稳 序列 


设 和 这 (2EZ) 是 (9, 光 ,PP) 中 的 宽 平 稳 序 列 , 通过 任何 线 
性 系统 工 在 时 刻 mm 的 输出 (LE. )。 就 者 在 {1e ;nEZ} 的 线性 闭 包 
中 , 而 后 者 怡 为 复 二 (2, 久 ,也 ) 的 一 个 闭 子 空间 ( 记 为 Hy). 如 果 
把 {6;Z) 放 到 石 ' 中 去 考虑 ,我 们 就 可 以 利用 许多 有 关 Hilbert 空 
间 的 结果 ,从 而 获得 有 力 的 工具 . 
在 {中 的 内 积 (x,y) 一 E(x 一 Er)(y— Ey), | z|:= 
Ez 一 Ex 1, 以 后 不 失 一 般 性 ,我 们 总 假定 Ex 二 0. 
瑟 ' 中 线性 算 于 UH 一 H' ,使 UE, 一 车 |1 称 之 为 & 决 定 的 推 
移 算 子 ( 这 里 的 U 就 是 在 12 页 中 的 推移 算 子 0,). 
命题 9.2 线性 算 子 UU 是 Hi 上 的 一 个 酉 算 子 ,而 且 & 一 














Dé,, 
证 明 由 EIU& 一 U5 二 El 一 61; 可 见 U 是 上 HH 的 
本 算 子 ,而 且 总 一 [6 
反之 , 任 给 五 上 的 一 个 西 算 子 U, 令 
= hn E Hi) (n= 0,1,), 
则 (37 之 0} 蚌 一 个 宽 平 稳 序 列 . | 
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这 样 , 由 请 范 分 析 中 关于 酉 算 子 的 谱 分 解 定 理 , 我 们 可 以 得 到 
rr 一 上 erdECW), 





其 中 五 (站 是 谱 族 ( 即 EC 是 BH; 上 的 射影 算 子 ,满足 
EC(— m=0, Em 一 上， EE = EAN Ap. 
今 
ZA wy = ECAVE,, 
于 是 Z 应 有 以 下 性 质 ， 
《ZI( 正 变 增 量 ) 对 Y 站 壬 4 二? 让 < 
正人 Ci》 — SOAS — ZN) 一 
这 是 因为 
左 式 = ECCECADE, 一 ECAYIEO CE CE 一 ECA)E)) 
= (EADE ,EADE) — (CECOADE, ,EADE) 
— CECADS ,ECA)E) + (EN)E, ECONE,) 
= (és EBC)E) — (Eo E CA) EG) 
— (EADED + CE EEC)E,) 
一 0, 





(72) RDGEG re) 一 | exdF(C) ,其 中 
FD = 200) := (ES ,£0). 
这 是 因为 当 信 号 为 实 的 ,== 语 . 
Rh = 五 (5 ) 





一 | endE CAE,, 和 erdRC)E, 
一 [ ed(ECDE, ,ct,) = 上 eiad CA) ， 


从 而 ,我 们 可 以 得 到 下 面 的 宽 平 稳 序 列 的 谱 定 理 ， 
命题 9.3 设 (&,,nE7F) 是 宽 平 稳 序 列 , 则 存在 过 程 {Z (4,6)， 
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OM a 


&. 一 上 emidZ (A, wm), 《9. 1) 


并 且 RDAECS.E) =| esdF A). 


推论 (Herglotz 定理 ) ”对 任意 一 个 正定 沙 数 RC(，)( 即 R 是 
满足 下 面条 件 的 画 数 :对 Y XR ss nbs ZE 1 ;2 ,好 ?3 


Dr Rt, 一 £7 ee- 0}, 
FJ 一 二 
必 看 在 [一 rr] 上 的 测度 dF{N0) ,使 得 
ROn) = 上 emdF CO. (9. 2) 


证 明 由 RC*), 可 构造 一 个 平稳 高 斯 过 程 使 Fs, 二 0, 并 
以 RC，) 为 相关 函数 ;EC .&) 一 Ra). 于 是 利用 谱 分 解 定理 得 到 
FC) 一 Zt,w) 1 *, 而 且 


Rn) 一 | emdF a). | 





注 : 事 实 上 ,这 个 推论 与 命题 9. 3 等 价 . 

类 人 地 ,由 酉 半 群 的 Stone 定理 ,我 们 可 以 得 到 以 下 谱 分 解 定 
理 . 

命题 94 设 (&;t€ Ri) 是 均 方 爱 续 的 宽 平 稳 过 程 《 即 
Ee 6] >0, 当 ss 一 0), 则 必 存 在 (Ri,.3!) 上 的 正 交 增 匡 过 程 
(ZA ;AERDL 即 2Z 应 满足 (Z1)) ,使 得 


5 一 | ,ewdZ,0), (9. 3) 
Rr 





并 且 
RGB) 一 E(k.) 一 | ,ewdF 0), 
其 中 dF 是 如 下 定义 的 测度 
F(A = ElZCp,w) — ZA,w) 2 
证 明 只 需 验证 酉 算 子 群 是 强 连续 的 . 事实 上 ， 
iff:= ElIVF— Cf. 
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当 f=S (GER)NH,U =6 NU, ,于 是 
EIAFA— Uf Elé,s— Gl’ (tw € RI!) 
一 五 二 一 | 一 0 (ti 人 0). 
因此 ,对 Y FE€EB“, 有 
El fl (fH 0). 
了 于 是 是 强 连 续 的 . 利用 Stone 定理 与 命题 9. 3 类似 就 能 得 到 
Za) = EVE. § 
推论 (Khinchin-Bochner 定理 ) 给 定 原点 连续 的 非 负 定 消 数 
{RCA ARER!), 必 存在 CR ,B21) 上 的 测度 dc 使 得 
RC) = | LewdPC， 《9. 4 
证 明 留 给 读者 . 
注 : 这 个 锥 论 与 命题 9. 4 等 价 . 
谱 分 解 定理 使 我 们 在 玉 : 与 (dF (2)) 间 建立 了 一 个 同 构 x 
Hee > TdP ONY; Se er, 
Zw FM) 一 (本 (NE Gy 


(人 | erodF A); 
7 一 EAL FCO); 


| azouvor > | dFtuy，4 己 必 : 可 测 ， 
而 且 
(fdZ 0 | eIZ0,0)) = | ADogCDdzcD， 
«9.5) 
这 就 说 明 ， 的确 是 一 个 同 构 . 
在 实际 向 题 中 ,往往 称 dF (1) 为 功率 谱 测 度 . 如 果 dF (< 


g24, 那 么 请 ( 力 一 74d24, 称 (和) 为 功率 谱 密 度 . 这 是 因为 粗略 直观 
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也 讲 :平稳 过 程 悦 ) 的 谱 分 解 就 是 把 吉 看 成 不 同 频率 的 且 有 随机 
振幅 的 入 谐振 动 信号 的 * 登 加 ”: 
|eeazasmw a > ewAT,, 








而 且 
ElAZi|:= E|ZG + A Em) — Zh ,8m) |? 
= FT A 一 下 (一 和 天 
下 是 以 4 为 频率 的 分 基 的 振幅 的 均 方 值 ,也 即 它 是 平均 功率 . 这 就 
是 dF (四 称 为 功率 谱 测 度 的 原因 . 


4. ”最 佳 估计 与 线性 预测 


设 有 某 随 机 变量 了 及 一族 可 观测 的 随机 变量 族 SA 1&;1E 
了 现在, 我们 要 求 得 到 由 和 给 出 的 了 的 “最 佳 ? 估 计 . 当然 ,对 不 
后 的 问题 : 诬 该 采取 不 同 的 最 佳 标准 , 一 种 适用 范围 很 广 击 方便 的 
标准 是 :最 小 均 方 误差 标准 . 即 找 出 4E ee) ,使 得 
Ely— 9 失忆 了 一 下 (VE Eo)). 
显然 ,只 有 当 五 1?1 < 十 ce, 才 可 能 采取 这 种 标准 ,而 卫 这 时 由 于 
对 YEe(E) 三 | 上 |2<2( 盏 | 二 一 他 | 二 [51), 显 热 























minEly— tl: = min El»— tl|:. 
FE ot 二 Etate dP) 
由 附录 了 命题 6. ?7 与 0.8, 我 们 立刻 看 到 
有 一 Eloré)) 一 im T En). (9, 6) 


这 正 是 非 线 性 滤波 (估计 ) 等 问题 的 基点 . 然而 由 (9.6) 给 出 了 的 显 
式 表 示 ; 即 具体 给 出 名 与 三 加 和 关 非 易 可 ， 非 线 性 滤波 (估计 3 
理论 正 是 研究 怎 粹 根据 具体 情况 去 给 出 它们 的 算法 . 

由 于 非 线 性 滤波 计算 与 实现 起 来 都 非常 困难 ,很 多 情况 下 我 
们 宁可 牺牲 一 点 精度 , 求 其 计算 与 实现 的 简化 . 最 自然 而 简单 的 方 
案 是 通过 一 个 线性 系统 了 ,由 得 到 ? 的 最 佳 线性 估计 . 即 在 二 中 
的 元 素 的 线性 组 合 中 求 最 小 沟 方 估计 . 也 就 是 求 ?E HH (而 不 是 
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和 of 其 由 于 一 笃 ( 生 一 在 LedP)7 中 的 线性 团 包 ) ,使 
El7— 9 = minEl?7— 8, YE SE). 
这 样 
7 = Proj ». C9.7) 

于 是 问题 就 化 为 求 了 在 五 ' 中 的 投影 .和 前 面 非 线 性 估计 问题 一 
样 ,我 们 要 求 能 给 出 9. 7) 右 端的 可 行 算法 . 这 就 需要 对 具体 问题 
具体 分 析 . 

例 4 〈 线 性 预测 ) 设 认 {1n€2Z} 是 一 个 宽 平 稳 序 列 , 以 
{R(x snEZ} 为 相关 隙 数 . 车 我 们 已 经 掌握 了 二 在 时 刻 N 以 前 的 
资料 ,而 希望 预测 Sr * 即 形式 地 求 


Eni 一 Dh 
一 日 


使 得 
五 | 有 — tual min， 《9. 8) 


假定 R(x) 一 | 7CaDer'dh, 其 中 功率 谱 密度 f(D 存在 并 具有 形式 


AD = | Dae ™|’ Ce € Ry). (9. 9) 
为 突出 实质 ,我 们 还 增加 假定 fCWV>>0, 于 是 可 设 
[Drme*, = Dadew. C9.10) 
Pp kD 





那么 ,最 优 预 测 公 式 可 用 = 写 出 . 下 面 我 们 形式 地 求人 } 的 具体 表 
示 式 . 令 
HOWA Se 


于 是 由 er 一 bw 上 Lin 二 N) 利 用 3 段 中 的 同 构 关系 在 
Ldf(4)) 中 对 应 得 到 


| (el Nt emaA De iN fA dA 一 上 站 Cn = 0), 


可 见 (em 一 吾 CA)) 了 (办 的 窜 氏 级 数 展开 式 中 ee 的 系数 全 是 0, 因 
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而 其 展开 式 形式 地 应 为 
Ce 一 HDA 一 > eer 
将 (9.9),(9.10) 代 入 上 式 , 就 得 到 
Ce — HO De e ma 一 > ae 人 eem] ; 
即 
OO 总 seo en Vad) 
比较 两 边 系数 就 得 到 (等 式 两 边 swdhsg) 的 系数 均 为 0) 
(See™ mH 一 So, elm, 


一 TH 
即 
> Cc 已 
忆 Ce [md 
FF 一 站 一 时 一 > ie Ei Sd 和 im 
r= mn 扯 
1 ' Am n= 
、、 ce im 
有 二 站 
Co I 
| A —ini 
一 -5S Cne > de = > e ml > cirncdt ji. 
j= Ct 7 二 0 


所 以 名 = = Ped ,_,， 这 时 预报 均 方 误差 是 
| e™ — HOY |:F OdA 


二 [te 十 CI 十 十 Cm_1e "|2dA 


= 2x(lel|? CO— + |ew-l|2)， 
由 解析 函数 边界 性 质 癌 得到; 形 如 (C9.9) 的 分 解 成 立 当 旦 仅 当 


[ Inf OYdA > — oo， 








例 5 在 例 4 中 , 当 dF(CV<da, 而 且 





1 














1 
A 二 一 一 一 
1) 上 1 一 pe QQ—pe DU pe ") 
= [Spe "| OO<p<), 
严 一 个 
而 好 { De™) 一 1 一 Pen， 
于 = 站 
期 [ p's. do ls di 四， d= 人 0 tn22). 
于 是 这 时 





by = Fey (Cm 2 1), 
蔡 ( 侣 snEZ) 又 是 高 斯 系 ,E&; 一 0, 那 么 
五 (一 ps, = p00~= EC pi,). 
可 见 条 一 p 人 -1 与 :多 #1 独 并 ,于 是 
Ce 1) 一 EF(ert my. 
这 样 El ,1) ep(edt AD 
右 过 对 所 1 可 测 , 于 是 
Et{ev | BF,1) = Ee |é,,))., 

这 样 {f.,nE€ 2} 是 一 个 高 斯 平稳 马 氏 过 程 . 

一 般 地 , 若 上 会 Projz 名 一 的 1 ,其 中 Hi 和 (6 17， 
则 称 宽 平 稳 过 程 人 GE 2 是 马 氏 型 的 . 注意 马 氏 型 的 过 程 并 不 一 
定 是 马 民 过 程 : 而 马 氏 过 程 也 不 一 定 是 马 氏 型 的 仅 对 高 斯 过 程 它 
们 才 一 致 

例 6 滤波 同 题 ) 设 有 信号 s 在 干扰 n.(w} 下 被 接收 ,因此 我 
们 实际 收 到 的 是 总 二 5 十 mw. 现在 要 想 尽 量 地 从 噪声 (Cm,) 的 干扰 中 
“恢复 "出 有 用 信和 号 (Cs ,这 就 是 滤波 . 如 果 要 求 姜 波 回 是 一 个 稳定 
线性 系统 ,那么 上 面 的 问题 用 估计 的 语言 来 讲 就 是 要 我 3 后 (号 
£ 后 2) 使 得 

五 (3 一 了 一 min， 
如 果 meE Ta, 罗 ,P) ,那么 上 面 的 问题 就 可 化 为 求 
一 了 rojiefs:》 
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eg 


的 具体 线性 表达 式 的 问题 了 了 . 
一 般 地 ,以 一 个 过 程 已 ) 的 线性 组 合 及 极限 来 估计 田 - 一 个 过 
例 7(Wiener 滤波 ) 如 办 干扰 这 程 Cn,,tE RR') 与 信号 s, 相互 
独立 ,都 是 平稳 的 ,并 分 别 有 谱 密度 .C0 与 fC 放 , 则 最 佳 过 滤 是 
5 = Projrts, 一 [eg dE 


四 了 上 CA) 
其 中 gE FFD 


证 明 注 党 到 当 (s.) 与 (mx) 独 立 , 应 有 
fa = fs | [eficRd2 = Eeem)] 
与 fu WD=f, + Sa). 
此 外 ,对 于 Y 5=|e*g0)dEGW6EH:, 有 


faa) = |g | fe hd), 
fi = BECO FRM) = gO FM). 





于 是 
QA EC 一 9 


一 | ff) + fad 


一 jls% fee — (gC tt gD ft dA 





jy , 
RN 
2 | fd — a 
ji% pasEh 
FOOD fA 





(47 二 人 4 
So FD FY TF FO 


时 达到 最 小 , 即 令 5=|e*g。2)dECVD6 .将 gs) 展开 成 富 氏 级 


337 





数 .就 可 得 到 类 亿 例 5 中 的 滤波 公式 . 


$2 平稳 过 程 , 保 测 变 换 与 过 历 论 初步 
1. 平稳 过 程 . 保 测 变 换 与 遍历 论 的 基本 问题 


考 虚 概率 空间 (8,. 了 FPP). 

定义 入 1 可 测 变 换 ) 映射 了 :0->0 称 为 可 测 变换 ,如 果 对 
YY AEFH ,有 TAEZ ,其 中 工人 AfoTwE A}, 

定 光 9 2( 保 测 变 换 ) 可 测 变换 了 称 为 忆 的 保 测 变换 ,如果 
对 Y 4AE.F8 有 

PTA) = POA). 

命题 9.5 若 有 xz 系 集 类 汤 雹 丈 。, 昌 ce( 王 ) 一 .于 性 有 ,又 设 
对 YW 4E 有 PIT 4 一 PC4), 则 三 是 (人 9, 多 天) 王 的 保 测 变 换 ， 

证 明 令 

入 和 人 {AE BPTIAY = PeAY)). 
由 测度 前 性 质 , 显 然 实 是 一 个 o- 代 数 ,又 由 55C. 究 立 得 
= oA CC .Fl 

在 第 三 章 中 ,我 们 已 经 看 到 ;一 个 具有 正常 返 类 的 马 氏 链 &， 
车 其 初 分 布 恰 为 菜 一 个 不 变 概 率 测度 (这 时 它 一 定 存在 ) ,我 们 可 
以 将 上 理解 为 

《有 ,PP) 一 (sr2 az 全体 有 限 维 柱 集 ),P) 
上 的 坐标 过 程 名 (ww) 二 w( 其 中 = (oo 而且 它 是 
平稳 的 .对 任意 wo 一 (op ,同和 后 上 一 5, 今 
Tw A Ce 1 )}, 
和 站 14 一 {3 = 有 二 








则 对 
¥ A= (wi 一 下 ia 


Ta 


一 dor :th 一 2 ,) 忆 泊 ， 
POT TA)= Plwsew +1 一 Hn 1 = ot 一 ta 
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一 Plwst. Co) 一 让 "Co 一 za Lo) 一 ze 


和 Plwit, Cm) 一 下 1 Cm) = Rey IC) =.i,} 


= P(A). 
可 见 了 在 地 上 保 测 , 由 命题 9.5,T 在 ol( 留 ) 一 . 实 。 上 保 测 .1 

一 般 地 ,任意 一 个 平稳 序列 可 以 定义 一 个 新 概率 空间 及 其 上 
与 它 同 分 布 的 坐标 这 程 . 于 是 如 同 前 面 对 马 民 链 一 样 ,2 一 ”上 
的 推移 算 子 了 ， 

Tw = Con $s OO pe) ;tO Ce yo 本 sh 

就 是 (Dn,. 字 ,Py 上 的 保 测 变换 (其 中 多 是 由 全 体 有 限 维 柱 集 生成 
的 so- 代数,P 是 由 该 平稳 序列 决定 的 多 上 的 分 布 测度 ). 反之 ,车 
存在 (Qn,.F,P) 上 的 保 测 变换 及 可 测 函 数 f, 则 令 (0) 一 了 (1"*w)， 
12CO)iEEZE+ 就 定义 了 (2, 灾 ,P) 上 的 一 个 平稳 序列 .从 这 个 
意义 上 ,平稳 序列 与 保 测 变换 可 视 为 等 同 . 

在 第 三 章 我 们 己 经 看 到 一 个 正常 返 不 可 约 马 民 链 概率 为 1 地 
有 


lm 人 fT EF) CG WO 一 FE C0) ,eb 0))). 


C9.11) 
但 是 当 马 氏 链 其 有 两 个 以 二 正常 返 类 ,而 初 分 布 又 在 这 些 正常 返 
类 上 都 有 负荷 ( 取 正 测度 ) 时 ,(9. 11) 就 不 再 成 立 . 这 是 一 类 很 重要 
的 问题 . 下 面 让 我 们 对 此 先 给 出 一 个 直观 的 描述 . 

设 有 (如 ,9 ,P} 上 的 保 测 变换 了 :02 一 2, 对 Y¥Y wEQ, 我 们 称 
{T"wn€2'} 蚌 由 工 决 定 的 发 展 系 统 从 出 发 的 轨道 . 当 工 -有 
意义 时 ,也 可 考虑 轨道 {T*w;ynE2}( 它 瑚 示 有 系统 从 无 穷 远 的 过 去 
到 无 穷 远 的 将 来 的 发 展 全 过 程 ). 又 车 有 可 测 函 数 /00>Ri ,我 们 
可 以 把 它 理解 为 在 系统 中 的 一 个 可 观测 量 . 于 是 , {了 C6) ,Crw)， 
(Tw),…} 就 可 以 看 作 一 系列 相继 时 刻 对 系统 的 其 观 测 值 . 
在 统计 力学 ,信息论 ,控制 论 ,识别 等 入 场 多 领域 中 , 人们 普遍 关心 
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的 一 个 问题 是 这 列 观 测 值 在 长 时 间 内 的 平均 值 
NT) 《9. 12) 
当 N 充分 大 时 的 兆 近 行为 . 抄 和 名 话说 ,就 是 它 是 否 存 在 某 和 种 意义 
下 的 极限 ,此 概 限 丸 该 是 怎样 的 ,是 什么 ,其 中 一 个 最 引入 注意 的 
同 题 是 ;时 间 平 均值 49. 12) 是 否 渐 近 于 空间 平均 
Ef (Cw) 一 | reoxaPew， 


星 在 本 世纪 初 就 有 猴 立 则 分 布 列 的 强大 数 律 , 它 解 决 了 1 ay 
二 0.1,2,，) 相 二 独立 问 分 布 这 一 特殊 情形 证 的 上 述 问 题 . 此 后 
Yon Newman 与 Birkhoff 对 一 般 情 况 分 别 在 均 方 收 侣 意义 下 ( 均 
方 遍历 定理 ) 与 几乎 处 处 收 侣 意义 下 (个 别 启 历 定理 }) 解 决 了 极限 
的 存在 性 . 前 者 正 是 泛 表 分析 中 半 群 算 子 的 Von Newman 注 历 定 
囊 , 其 证 遇 思 想 与 我 们 第 三 章 中 给 出 的 马 氏 链 的 绊 遍 历 定理 类 似 ， 
我 们 在 些 不 讨论 它 了 ;后 者 正 是 本 节 的 主要 定 埋 . 

至于 时 间 平 均 闪 近 王 空间 平均 这 一 问题 ,显然 ,一般 来 说 答案 
是 否定 的 , 问题 在 于 :在 什么 条 件 下 它 应 该 成 立 , 这 就 成 了 遍历 论 
的 另 一 个 重要 的 论题 , 为 此 ,人 们 引出 了 一 系列 概念 ,下 面 我 们 给 
出 其 中 最 重要 的 几 个 . 

定义 9 3( 不 变 集 ) 对 4E .六 ,4 称 为 T 的 强 不 变 集 ,如 果 
TT1A 一 A; 丈 A 为 工 的 不 变 集 , 如 困 PCAANT-1A) 一 0. 

定 尖 9.4( 遍 历 ) 保 测 变换 了 称 为 遍历 的 , 老 任 何不 变 集 4 
都 有 PC4) 一 0 或 1. 

定 光 9. 5( 强 混合 } 保 测 变换 工 称 为 强 混合 的 ,车 任何 4, 互 


CC ， 








limPCAT "BY = POYPEB). 
从 字面 上 看 强 混合 性 意味 着 Y 4 与 TB 渐 近 独立 , 从 强 混 
合 的 定义 还 可 以 给 出 下 面 的 直观 解释 :从 任 一 集 ( 可 测 )4 出 发 ,经 
过 时 间 x 而 映 入 每 一 个 集合 B 的 点 的 测度 与 该 集合 8 的 测度 的 
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比例 应 与 4 的 测度 和 狐 近 成 钞 例 , 这 就 是 开始 不 妨 把 4 中 元 素 用 红 
色 标 上 ,这 就 好 似 一 滴 红 墨水 在 清水 口中 ,经 过 ”次 推移 后 , 红 亚 
水 与 清水 均匀 混合 本. 这 也 就 是 强 混合 这 一 和 名词 的 来 源 . 
命题 .6 车 了 强 温 合 , 则 遍历 . 
证 明 设 4 是 不 变 集 , 则 P(A 入 T-"4) 一 0; 另 一 方面 ， 
limP(4 门 7 4) 一 PC4IPC4). 





于 是 
(PC4))a= lim[LPC4 MN T-"A) 十 PCAAT-"4)] 


= limPA U1"*A) POA) 
字 limP {A MT "A = CPCADNY:. 
即 (PCD》Y 二 PCA). 所 以 PiA4) 一 0 或 1, 1 
由 命题 9.6 可 见 : 强 混 人 台 是 比 庆历 更 强 的 性 质 . 下 面 我 们 给 出 
一 个 遍历 而 不 强 混 合 的 例子 . 
考虑 -一 个 以 d( 污 2) 为 周期 的 不 可 约 平稳 马 开 链 $ 一 {6,;nE 
Z+} (不 妨 设 它 是 坐标 过 程 ). 于 是 
EE)) ~ Sf), 
其 中 人 mw} 是 的 不 变 测 度 . 但 是 自 于 {pst0)}) 是 以 4a 为 周期 的 函 
数 , 所 以 
PUT 一 te 一 月 门 1E(en = i)) 
一 Prwt (lw) = jw) 一 了 
一 有 A (nn oo0). 
遍历 究 意 味 着 什么 呢 ? 下 段 的 命题 9. 9 比较 清楚 地 回答 了 这 
一 问题 ,上面 例 子 中 马 氏 链 的 遍历 性 也 可 由 它 得 到 . 
遍历 论 发 展 的 一 个 里 程 碑 是 Kolmogorov 向 它 引 入 灶 与 拓扑 
粮 . 自 此 需 不 仅 成 功 地 用 来 解决 了 一 系列 测度 空间 与 保 测 变 换 的 
同 构 等 价 问题 ,而 且 简 的 慨 念 对 系统 的 复杂 性 、 随 机 性 ,信息 量 等 
一 系列 不 同 领域 中 的 重要 问题 都 县 一 个 很 好 的 刻画 工具 . 在 本 节 
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第 3 段 我 们 简单 介绍 粳 的 概念 . 对 它 与 遍历 论 在 各 重要 方向 的 英 
系 及 在 其 它 学科 的 应 用 请 参考 [Pe],[Wtj,[B;], [Mj 等 著作 :. 

通 历 论 发 展 至 今 已 成 为 一 个 独立 的 迅速 发 展 的 数学 分 支 . 在 
微分 动力 体系 的 研究 中 ,遍历 论 是 最 重要 课题 之 一 . 遍历 论 还 在 统 
计 物 理 . 物 理化 学 、 计 算 机 科学 以 至 生物 学 、 医 学 等 学 科 中 有 重要 
的 应 用 . 本 节 不 过 给 出 一 个 最 粗浅 的 介绍 而 已 


2. Birkhoft 个 别 遍历 定理 与 最 大 遍历 定理 


定理 9. 7(Birkhoff 遍历 定理 ? 设 了 是 (如 ,多 ,P) 上 的 保 测 
变换 ,FE TCDQ 安 PP). 刚 3 产后 天 (2 多 ,PP) ,使 得 





MI—] 
lim fro) — f° {wy (a.e. dP), (9.13) 
而 且 FCO—=ECF) | DN EL, 


其 中 z= (A;4 是 不 变 集 )} 为 不 变 o- 代 数 . 
注 ， 和 定理 897 中 (9.13) 对 e 有 限 测度 已 也 成 立 ， 
推论 1 当 了 遍历 , 则 Co) 一 EC(f(w)) (ae,dP)， 
证 明 出 于 
[fap 一 |maPr = const (a.e.) 


〈 因 为 了 外 历时 .和 中 只 有 零 测 集 及 其 余 集 ) ,推论 显然 成 立 . 1 
推论 2 设 信 ;nmnE 2 是 ~- 个 平稳 列 ,EE|& 上 <oo; 叉 若 它 对 应 
的 保 测 变换 工 遍历 , 则 


点 一 1 
E(é.6) = lim DE)E, do)， 
全 了 一 少 


1 < 
Elé) 一 lim 2 


推论 2 说 明 , 对 于 遍历 的 平稳 序列 ,可 由 一 条 轨道 的 在 长 时 间 
的 某 种 平均 值 来 计算 均值 与 相关 阔 数 等 重要 的 统计 特征 . 乾 恨 的 
是 遍历 条 件 是 极 难 直 接 验证 的 . 
Birkhoff 定理 的 证 明 ”本 定理 的 证 明 有 多 种 方法 ,这 里 我 们 
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选用 其 中 较 简单 的 一 种 一 Garsie 的 证 明 
1。 网 证 明 极限 lim 志 > fyro) 二 Cw) 存在 .类似 于 款 


收 化 定理 的 证 明 ,为 此 只 需要 评 明 对 Y ze<P， 
Po (apef.)= 0 


™ 1 

其 中 7 Co) = Tm Re =— FCT) (ae 1 
上 -上 

了 (om 一 lim Er) = f, (Te) (a. e. ), 
oe 和 


记 Ep io (Ea (w)}, 
那么 EsE€ 2 阁 能 找到 时 工 ,使 
BP COE A) EE A aPlE,,p), 
则 我 们 就 证 明了 PCE,,g) 二 0. 
让 我 们 猜想 一 下 了 应 该 取 什 么 . 注意 到 下 面 这 -不 严 褚 的 事 
实 ， 


PP 所] TrdP = lim 二 | fdP ee) 
a 后 一 人 gp 


NR 
pl 
一 | fladPrlw), 
Ep 


我 们 自然 地 猜想 能 香 取 
:| Fw)dP (wy). 


现在 证 明 P(Ey) 一 0 就 化 为 证 明 


[ (f — BdP 0. C9.14) 

| 
因此 将 此 结论 用 于 一 了 与 一 就 得 到 | (a ftw))ydPew)>>0. | 
Ep 
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《9. 14) 的 正确 性 就 是 所 谓 最 大 遍历 定理 ,我 们 将 在 定理 9.8 的 推 
论 中 给 出 .于 是 产 的 存在 证 就 归结 于 定理 9.8 的 推论 . 
2” 根 定 广 的 存在 性 三 证 明了 . 出 于 





= 六 Cw) lim na 0) 一 f° (Cm) (a,e.), 


{由 /EO ,P),f a.e. 有限 .) 可 见 f* EE.9. 
男 一 方面 ,由 Fatou 引 理 


Elf (wl tm EN = EOD | <+ ~ 





前 见 产后 了 (多 PP) 
余下 只 需 证 明 [ JodPcw)=| f° adP aNY 4E .2 
EE 冲 (D, 入 ,PP) 成 立 .事实 上 ,由 于 了 可 换 成 gCw) 会 fw)1atw)， 
而 且 g (0 一 lm 请 ToDTTe = Lo Co ,所 以 我 
们 只 要 证 明 |scoyxdPco)= js (wdP(w) 对 YY ET 多 7) 成 


芯 . 我 们 仍然 用 最 大 遍历 定理 来 证 明 这 一 点 . 令 
肯 “去 ] } 





4 一 [= 全 


量 


> 
于 是 P| |} 4 二 0tn 二 1,2,…). 对 于 wE dis >0, 我 们 


有 "(wm)>> 生 一 .再 利用 定理 9.8 的 推论 得 到 
一 R 
| far | [ss a AdaPew 这 本 加 =j Pa). 


类 似 地 考虑 一 六 , 则 可 得 
344 


【一 fw dP uw) 


fo 一 上 上 人 去 } 


十 


上. A wdP tw) 二 一 | 














< 一 | 一 Cd) 一 on ns 
于 是 由 
SEPA) S| 六 GodPco < 1) 
2 4 
立 得 | Cw Cw) dP (Cw) Pe). 
即 eco 一 六 Co))dP(w)| < 去 -0 (n=00). § 


定理 9.8( 最 大 遍历 定理 ) 如果 (BF ,P) 上 有 保 测 交换 工 ， 
EL (CN, ,DP), 令 


Lp 

Tlw) = sup 3 77 o) ， 
则 
| fwdPlw) 0 
[EA > 白 ， 
证 明 令 
wl 

Ao, flo) A fT) Cm > 1)， 

FA max fs FPF: A mex fm, 次 


和 mn 
则 fm) =sup 二 fliml Fs 了 人 ,而 号 
1 Ct) 


Ka, 


n 


{wi fw) > 0} 一 lim av 


另 一 方面 ,由 
Pia(Te) fa(T we) 
= 7ATo) 十 NT t+ AT) (mE N), 


>0)=! Bm {wsFi (wy > 0}. 


有 
Fiat) + fw) fortw) (¥ m SN). 
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因为 Fwfo 0 与 (oO 等 价 , 而 旦 这 时 天 vv 一 下 以 下 在 
10 上 有 
FROTw) 十 Fw) FEW) 六 Ko) 0, 





于 是 
| AP 一 | /dP 
Fn {bn 
>| (Frm) 一 Frat dP 
{oP} 

> |FvcodP 一 | Fi (TaydP 
《Fw 

> [rwydP 一 | Fn (TodP (RN 2 0) 
{rr 0 } 


之 | (Ey) 一 Fw(Tw))dP = 9 (了 是 保 测 变 换 ). 


令 一 十 co ,就 得 到 


0 < lim = | 
Ney dF nr C0) EA 


推论 ”在 定理 的 条 伴 下 ,对 Y 4E.x 有 
fdP >aP({f > a} NA). 


AQ 


| 所 4 


特别 地 , 取 
4 = (om 2 fT > 0)}= {os7(%) > a) N A, 
我 们 有 


| { ww: 大 让 呈 Aero ! fwdP 


> aP| Hm BE rer "w) > a . 
证 明 8(0) = Fo (w), 于 是 





由 一 
hs g (Tw0) = HFT ~ ly, 


四 
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可 见 
NC—1 
EC) = sup 方 8 CIW) 一 CCo) 一 ala(o)， 


六 


四 -1 。 
三 方 ZsCT'w 一 | 二 Ze 一 a}lakw). 
对 gg 应 用 应 理 9.3 就 得 到 
[ ‘fdP = | FiatwydP 

ort Fl al ld 


ET | 


-| ee + eoydP > | alaCo)dP 
tmp m0) 


4 
= aPlFle) 一 olato 0) =aPle ft > oa) NM A),1 
下 面 的 命题 清楚 地 闸 明 了 遍历 与 混合 的 关系 . 
命题 9.9 了 是 (22, 多 ,PP) 上 的 保 调 变换 ,由 了 遍历 当 且 仅 当 
对 Y A,BEF,， 


lm LTS)PAITANB) = PAPB). (9.15) 


ao 1 


证 明 1) 当 (9. 45? 成立 时, 设 4 是 不 变 集 , 则 对 站 下， 
PCAAT-*A) 一 0. 在 (9,15) 中 , 取 A 二 B, 得 到 


m1 
lim DPCAN T™A) = (PC4))2 C9.16) 
二 庙 


因为 PC4N4DmT-e4)S PC4AT- 4 一 0 所 区 
PIANMNTTAY = POA) — POAN\A NM TA) = PC4)， 
(C9. 37》 
所 以 由 59. 16) 与 (9. 177 立 即 得 到 
POAY = (POAY)’. 
可 见 PCA) 二 0 或 1. 
2) 当 了 遍历 ,于 是 用 定理 9.7 得 到 


m—1 
DAT) alo) -> laCw)PC4)， 


由 有 界 收 敛 有 
3 


1 Sp 1 ,pp 
limE| To)| — P(AYPCE), 
即 划一】 
lim L SPOr*A NB) = POIPS). | 
mm Re 
例 8 设 
1, Ne 
A {0D — (010 = 2 hE 0 或 1 s 
一 of 一 (os = wi oo 一 cg 
四 JN ,ml oy 及 (ws pn sm) } " 
P(4) 人 4 的 Lebesgue 测度 ， 
T, = 2 (mod 1). 
请 读者 自己 证 明了 是 保 测 度 变换 ,而 且 混 合 , 因 而 迄 历 . 于 是 由 定 
理 9.7, 对 YY 了 和 工作 全 多 ,DP), 


rs 1 
lim DfCT'w) = 至/ (9. 18) 
点 一 由 


He 


0, Oscwe ; 
2 
特别 取 fw) 一 则 


1， Wl， 


| 


划一 
二 ST) 一 二 (并 全 :由 一 1)) 
k=b 


二 在 前 7 位 二 进 制 小 数 中 1 出现 的 频率 
全 9 


由 (9. 18》 
limg, — Ef (w) = P| [了 .1 一 十 (ae.)， 
这 个 结果 是 不 明显 的 , 它 告 诉 我 们 :几乎 所 有 的 二 进 小 数 中 ,1 
出 现 的 频率 痢 渐 近 地 为 二 
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3. 平稳 过 程 (连续 时 间 参 数 ) 的 遍历 定理 


设 仿 ;tER+} 是 一 个 平稳 过 程 ,对 它 也 有 相应 的 遍历 定理 ， 
定理 9.10 设 {6;tER+t} 是 一 个 平稳 过 程 , 它 对 (,w) 二 元 实 
值 可 测 ,五 1 < 十 co 刚 


lim 二 | sdz = 了 (w) a.e. 存 在 ， 
而 且 EIF|<+o0, EF=Eé. 
注 :同样 有 了 二 Et | ,多 )， 
证 明 令 妈 =|” $des==| 161de. 容易 看 出 (加 ;n 之 0)， 
六 和 六 时 都 是 平稳 列 ,而 且 可 积分 . 于 是 
二 站 ld= NE) él = 坟 2 7), 


E(w)) < oo0, 














而 且 
! 1 所 1 乓 1 1 No 
ts < 0 — 二 io | 十 太 | 有 te 
一 个 《 当 六 一 十 oo). 
同样 方 | GdisT) CN>+oo) (a.e.) 
从 而 
1 Lr 交配 二 ir 
| td 一 站 Sd TF 十 二 | edt， 
但 是 二 td ht :一 -0 ( 当 了 > 十 oo) 
Tn | OT 
于 是 我 们 得 到 


. 
去 | sd Fle) Ca.e. ). 
男 一 方面 ;由 于 辛 稳 性 
E|” ,&ld = EI] 一 十 co， 
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En. 一 zf ‘edt = [ pedi — EE,, 


可 多 Ef — Er,—Eé,, | 
例 9 设 有 均 方 连续 的 遍历 的 Gauss 宽 平 稳 过 程 = {$1 
如 +} ,E(t)S= ECE, A, m0) = RE). 于 是 








此 一 jim 二 | de, 


及 他) 一 lim| 去 二 | # é CwyE Cw dt 一 [| scaz) | 


例 10 设 霹 是 侦 责 的 平稳 列 "9. 一 大 (全 ti” 其 中 
fx rT 一 }) 为 可 数 维 Borel 函数 , 则 nn 也 是 遍历 的 平稳 列 . 因而 


1 iO, I Steer 人 


注 1: 在 非 沉 历 情 形 , 边 改 或 对 不 变 代数 的 条 件 期 望 , 则 仍 成 并. 

注 2: 对 平稳 过 程 ,也 有 相应 结论 ， 

注 3: 阅 分 布 只 负荷 在 一 个 正常 返 类 前 平稳 马 氏 链 是 遍历 的 ,而且 例 
10 中 的 论断 成 立 . 


4. 次 可 加 遍历 定理 与 乘法 遍历 定理 


为 了 说 明 本 段 折 讨 论 的 两 个 过后 定理 的 背景 ,让 我 们 网 来 考 
查 一 个 例子 ， 

设 户 是 平面 Borel 可 测 空 测 ( 有 2 ,SB2 上 的 概率 测度 ,了 是 
(玉环 ,PP)? 上 的 保 测 变换 , 工 (: ,) 是 孚 面 上 全 体 可 逆 线 性 变换 
组 成 的 空间 ,以 引 | 表示 工 ( 瑟 , 囊 ,) 中 的 模 ( 即 算 子 模 ). 又 设 A: 
RLCR’,R?) 可 测 , 令 

Flr) A | ACT™ zy Ir) or ACTr)o AC) | . 














{90.19) 
则 


ar) 一 14(Tr+i(Tz)oohTnz)eACT x) eo ACz) 
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三 1 ACT™HICT Yo Ar) 
-CT ry 
= 六 (Try 大 Cr) 
于 是 
区》 EE Em 人 十 So》， 
其 中 gCr)AAlogf (Cr) ,YY ?六 1， 这 就 是 所 靖 的 次 可 加 条 件 . 满足 
上 面条 件 的 {e} 也 叫 上 闭 链 . 
Kingman 首次 给 出 了 下 面 的 次 可 加 遍历 定理 . 
定理 9.11( 次 可 加 遍历 定理 ) 设 (Q2,. 名 ,PP) 是 一 个 概率 空 
间 , 了 是 共 . 上 的 保 测 变换 . 义 设 { 志 ;# 全 1} 是 一 个 可 测 涌 数列 , 满 
中 条件 : | 
1 A EL RF PEE, Y weE nD; 
2) WY mn Ef Te) (a. ¢. ),， 
则 存在 可 测 函 数 了 tw) ,使得 一 入 ff 之 十 0 使 站 的 正 部 EE 
LD, ,P), 而 且 


lim fw) = fw), FTw) = flw} {a.e.,), 


lim n |fCodP = inf 二 | (oaP = [reydP. 


这 个 定理 的 结论 与 Birkhoff 遍历 定理 一 样 , 只 是 条 件 由 平稳 
序列 的 部 分 和 推广 为 一 般 可 积 次 可 加 省 函 . 

Liggett 进一步 减弱 了 次 可 加 条 件 , 得 到 了 下 面 的 推广 次 可 加 
遍历 定理 . 他 的 这 一 推广 不 仅 可 以 用 于 无 窃 粒 子 系统 中 一些 不 浇 
足 Kingman 庆历 定理 条 件 的 问题 ,而 且 更 突出 了 次 可 加 通 历 定理 
所 需 条 件 的 实质 ,又 大 天 简化 了 Kingman 的 证 明 . 这 里 我 们 采用 
Liggett 的 版 本 [I.]. 

定理 和 .11 (推广 的 次 可 加 遍历 定理 ) 设 S 人 6; 0msn} 
是 概率 空间 (QQ ,多 ,P) 上 的 可 询 个 随机 变量 ,满足 条 件 : 

SE Go=0é En YY Om 人 ns 
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2. 对 固定 的 这 1 1Smwr2sn 闫 0} 是 平稳 序列 ; 
SE 4， 间 分 布 : 
SS 五. 4， EEai< 二 eof 其 中 癌 : 一 名 VO0)， 

令 上 关 五 ey 由 

1) a. 有 定义 ,而 且 存 在 


a Alim To =inf 工 vi ET[ 一 -二 co (9.19) 


ny nl 











2) #. 全 Jim 志和,。(a.e. 存在 ), 而 且 
ETw) £0w), 
五 = a, ,EE [— ,+ 0); 
3)》 当 na 一 ce 时 有 


limE|l8,,— Si 一 0 
Ns nn 


4) 车 SE, 2 中 的 平稳 序列 都 壳 历 ( 即 它 对 应 的 保 测 变换 饥 
历 ), 则 二 一 ww {a.e.), 


证 明 本 定理 证 明 较 长 ,主要 分 以 下 几 步 : 
1) 证 明 «=—lim Et E [一 oo, 十 co); 





2) 证 明 o> 一 “时 ,| Ha te)) Se 


3) 证 明 c> 一 < 时 ,E| im 二 Go)] > 


4) 证 明 a> 一 oo 时 ,二 和 oI 收 化)， 
5)》 证 明 a 一 一 吕 的 情况 . 
现在 分 步 来 证 明 这 些 事 实 . 
1) 由 SE.1. 容易 看 出 
i 
(9. 20) 
再 由 SEE. 3 及 SE.4 就 得 到 
332 


a, REE < 十 co 
Qim Se 歼 名 十 EB,mtn = Hh 十 am。 
于 是 由 简单 的 数学 分 析 演算 就 可 证 明 (类 似 于 定理 4.1 的 证 明 中 
所 用 的 方法 ) 存 在 
i 


2) 由 Birkhoff 遍历 定理 及 SE.2 及 (9. 20) 得 到 ,对 Y 有 守 1， 





1。 1 局 lw) 
Em 有 os A lim RE /Sm 1 会 天 ta. e, 存在 )， 
而 上皇 
Ea (tw) 一 EE eat) 二 Ga 
从 而 


Lim 1 Ce Tim 1 (£0) 十 Tim 工 5 
em 提 mi no 


< 天 (oo 十 lim Dé Tp 


注意 到 
r| ws Stns) 六 0| = Plasét(w) > 0), 
及 由 于 Eé&3 ;所 EE 之 十 co, 我 们 有 
SPestio > < P| | dr -E+ oo, 
所 以 根据 Borel-Cantelli 引 理 ,就 得 到 
机 én) < I 二 esita) = 0. 


所 一 sm Re 
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3) 这 一 步 的 证 明 很 巧妙 ,主要 是 设法 将 一 列 不 平稳 的 随机 变 
量 , 通 过 一 种 随机 平均 技术 ,化 为 一 族 渐 近 平稳 的 序列 ， 
注意 到 对 任意 一 个 对 各 个 变量 询 为 单调 增 . 有 界 、 连 续 的 有 很 
维 柱 函数 六 ,我 们 有 
已 FS 
= Ef Sara st) 
EF 一 
令吉) 和 4 一 上 .s+4n-1， 上 式 变 为 
EF CH RY ME) 十 pak) se CR) 十 | RE) ). 
这 里 {对 ) ;nn 之 1}) 不 是 平稳 列 , 我 们 需 将 它 政 造 . 引入 一 列 与 专 
相互 独 辽 的 在 {1,2,…,n) 上 上 均匀 分 布 的 随机 变量 4: 


Plwit(wy =—1) = = 人 一 于 
于 是 (人 aa55 产 1 是 败 近 平稳 的 . 这 是 国 为 对 于 任意 有 限 维 有 界 


Borel 商 数 中 ,我 们 有 
| Eg Cm) ys CH) 一 可 (Case rn) ) | 











] mp 
EE Cn) > (22) ) 
— gn, nm F rye Cm + 5)) | 


0 nr 十 on). 











最 后 的 不 等 号 是 由 于 前 式 和 号 中 两 项 不 同 的 总 共 2r 项 ,每 项 不 超 
过 CAsuplgl. 
县 由 于 SE.1 


1 < 
EQ) EW) ES Ret + oo, 
以 及 
1 wy, 
ECy, Ca)) 一 RE 1 
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eT 





_ 1 xats 1  _l1 
= EC E05) 一 a 站 十 Sie ne 





宇 一 ?al -Bi oo 


(注意 到 liim 一 全 二 =a, 本 正 假 定 了 a 有 限 , 故 BAsup 六 也 有 限 ), 从 
而 突 荔 验证 {¥C0035 宇 1) 决 定 的 测度 {ya;# 实 1) 在 RCY cd 上 是 
各 紧 的 ， 于 是 就 一 定 有 {join 宇 1) 的 驻 收 合子 列 , 使 它 纶 收 傅 到 某 
一 测度 上 换 名 话说 1 CewJ5s 之 1 可 有 子 列 在 天 (Y G@) 中 弱 收 钱 到 
-一 个 平稳 列 17?5s 之 1 这 里 平稳 性 是 来 源 于 {7 Ca 的 有 限 维 分 
布 的 渐 近 平稳 性 . 再 用 前 面 的 结果 

Ef Cob 7 PEF ,nm) + ms) 


=b 








一 EF Cn (zte 9 (us ) 十 Wao) so 


ED 十 Py) 


最 后 :我们 就 得 到 对 于 任意 增 函 数 5 有 
me 2 < ml to) 





这 说 明 
二 六 流 < 
(这 里 * 扫 ”表示 “随机 地 不 大 于 ”( 参 见 [Ro]). 由 Birkhoff 定理 
1 < nm- 
pr 
于 是 
i 1 
六 < 扫 . lim 二 名 
从 而 有 


Elim 1&0) Eh = limEy Cu,) 





= lim 1 Cops 一 如) 一 ee 
。 
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4) 由 上 两 步 结 和 得 到 : 当 zx 一 时 ， 


oFEl I 1é,., — lim 1€,, 
ae a ， 





a—a— 0. 
可 见 
#. 会 lim Télw) Cae.d P) 
存在 ,而 且 5S, 二 4. 注意 到 由 SE.1, SE.3, DE.4 可 知 


EA } 是 一 臻 可 积分 的 ,因此 








性 利用 








就 得 到 


ni 
5》 最 后 来 讨论 «= 一 0 的 情形 . 令 
El) A En VY CC— NE mm)), 
则 1 CVD mn}) 仍 满足 定理 茶 件 ,而 且 


inf TEé,aCN) SN >— oo. 
nl 


5CN 一 | 二 V (— N), 


可 见 存在 
[lim Le) CN) = lim aN), 
| | ee 加 

于 是 定理 的 一 般 结果 由 we> 一 ee 的 情况 就 立即 得 到 . 1 


由 定理 9. 11' 得 到 定理 9. 11: 对 和 满足 定理 9. 11 条 件 的 {fin 
字 1}), 令 
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$a) = fn Tw B00 = 0, 
于 是 对 mr ， 
EE AT fT ”Top) 
一 二 to) 十 二 fo)， 
可 见 定理 9. 11 的 条 件 ( 要 求 可 加 性 ) 强 于 SE.1. 由 于 了 7 是 保 测 变 
换 , 突 易 站 出 SE.2.SFE. 3 也 成 立 . 
定理 9. 12(QOseledets 乘法 遍历 定理 ) 设 了 是 (0 多 ,P} 上 
的 保 测 变换 ,4:0 一 CR ,RCR" 上 的 可 道 线 性 变换 空间 ), 它 使 
及 C90), 丘 (Tw),… 为 独立 同 分 布 随机 上 映射 列 . 又 设 
(og ‖ Atw) Ht € LN, ,P), 
则 存在 总 的 子 集 艳 ,使 了 7 六 ,PP 一 1 而且 满 足 条 件 ， 
1》 存在 正 束 人民 可 测 画 数 y fu) ,使 得 :To 一 rci 
2) 对 Y ww 所 名 ,存在 实数 
AD CW) < AV) < 
3》 对 Y wt 二 剖 , 存 在 记 的 线性 子 空间 ; 
{0} = VEO) CCV) CC CVHEOw) = R, 
4)》 对 YY wwEN, 1 0) 及 YY VEVOCOONV 20m), 我 们 有 





























lim log ACT to) oACT™ so = A(w); 


5) 4 在 {wys(@) 写 站 上 定义 并 可 测 , 而 且 这 时 
AT = A (Cw); 

6 ACaDV I TV I Te) TY TEST 

证 明 大 意 ” 先 将 定理 9. 11 用 于 证 明 存 在 极限 


lim log hl ACT 20) oo eA) | 全 aeto ae) 
与 AICTE) = A C0) (ae 
用 较 长 的 篇 幅 ( 本 书 略 去 它 ? 可 以 证 明 对 于 Y wv， 

Lin Tlog 1 4CGm tw) 00 oA Co) 0 
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存在 . 记 Y 一 和 ,再 令 
Vou-nCw) 人 |， lim 二 log 外 古人 eye 人 | < 
mrt 


若 将 4(o) 限 制 在 Feb 中 , 同 禅 可 求 得 和 (o)<A (0w3 ,并 
且 还 有 vwE€EV CD) 当 且 仪 当 


lm log | ACT™I TaN Yo AT (TO)) oACTw) (Cao 








A Dw) 一 Do 
于 是 4(w)vEV "(Tw). 重复 以 上 步 澡 ,直至 得 浏 {0} ,这 时 重复 
的 次 数 实 际 上 依赖 于 ww, 记 为 s(w). 这样 就 得 到 定理 所 要 求 的 
A A ,ee A ,AY, 

(0 = VR) CVOa) CC oR. 
到 所 有 的 零 测度 例外 集 的 交 就 得 Q., 取 如一 02\2, 即 得 到 定理 所 
求 的 一 切 . | 

注 : 当 他 是 遍历 的 时 候 , 尽 206 二 1,2,:… 5) 都 是 非 随机 的 常数 . 


5. 焕 与 条 件 坟 


炉 的 概念 景 早 由 C. Shannon 在 信息 论 中 给 出 . 它 的 直观 意 
思 是 平均 信息 量 . 而 信息 量 的 定义 基于 如 下 的 直观 考虑 : 设 在 
8,. 玉 ,了 ) 中 给 定 一 个 随机 事件 A, 当 被 告知 它 发 生 时 ,所 获得 的 
信息 量 瑟 (A4) 应 该 是 它 的 概率 PCA) 的 函数 . 邑 

RR(A) = oP OA)); 

而 和 且 应 满足 以 下 条 件 

1 五 (和 字 0, 入 (0D) 一 0( 意 思 是 得 知 一 个 必然 事 忻 发 生 并 无 
信息 ); 

2 当 有 A,B8 独立 ,CAB) 一 H(A}+HOB); 

3 当 A>A,HAV>H(A). 

也 即 gk- ?应 满 是 以 下 条 件 : 

1 gECO,1] >R+),; 
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2° ppa)—ptp) pg, 

由 此 可 见 ,g(p) 二 一 log.p (1) (a 一 1 的 情况 下 ,pg 二 0 显然 
是 无 意义 的 ) ,其 中 a 的 取 值 取决 于 我 们 对 信息 单位 的 选取 . 

让 我 们 再 从 随机 小 数 的 信息 量 为 例 米 理解 上 面 的 定义 、 

例 11 设 随 机 小 数 z 在 [0,1] 中 均 句 分布. 车 将 它 展 成 a 进 
位 的 小 数 表 示 , 则 


交 一 Sa (eye 
于 是 (4,(z);n 之 1) 是 相互 独立 同 分 布 序列 ,而 且 
Plzya (rT) = 0)= Ptrxya(tz) = 1) =" 
= Pria(r) =a—1) = 人 1. 
容易 看 出 ,已 知 某 一 位 wm CSS 1 文 - 一 事件 《 记 为 机) 
的 概率 相间 ,因而 包含 相同 的 信 息 量 一 log. = 一 .如 果 我 们 希望 把 
已 知 一 位 二 进 制 数 w(x) 二] (或 0) 的 信息 量 作为 一 个 单位 信 息 ， 


我 们 就 到 “一 2, 这 时 已 知 ”位 二 进 制 数值 的 信息 就 是 ee >) 
一 2, 已 知 -个 8 进 制 数 的 1 人 个 二 进 制 数 的 3 

位 ,因而 它 的 信息 是 3 一 一 logs 二 由 此 可 见 ,Shannon 关于 信息 
量 的 朱 繁 是 很 切合 实际 的 . 

下 面 为 方便 上 起见 ,我们 取 x 一 el 自 然 对 数 底 ) 

定义 9. 随机 事件 的 和 信息 量 )” (0, 灾 ,P) 中 的 随机 事件 4 
的 信息 量 定 义 为 H(A) 和 人 一 logP(4). 

考虑 的 一 个 分 市 mi 2 一 0. ,其 岂可 测 ,而 且 0.n2 
一 必 trisETir 尖 9 显然 对 ywED 存 在 唯 _ 的 凡 包含 由 这 为 
Xtw), 由 于 对 Y 二 所 此 ， 

to r= [| 0, 


PUD, Re wp 
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而 且 圳 端 最 多 为 [e] 二 1 个 集 人 台 之 并 ,因而 它 是 可 测 的 . 于 是 我 们 
可 定义 分 割 的 坑 . 
定义 9.7( 分 割 的 炉 ) 分 割 7 的 烂 定义 为 
hn A ECHA(w)), 
事 空 上 ,车 记 (C0) 二 {w;PCrCw)) 一 0}, 则 
[一 DD) PtDlogP(oJ)， 当 P(r(0)) 一 0; 
页 Cr 一 | PIND YD 
二 co， 当 已 Cr(0)) > 0. 
可 见 分 割 的 冬 本 质 上 是 对 可 列 分 割 定义 的 . 当 PCnr00) 0 
说 明 ro 中 有 不 可 列 个 点 ,这 时 Ar) 一 十 22. 一 个 随机 变量 上 也 
可 接 其 取 值 导出 一 个 分 割 re:2 = U2.2. 一 {ww) 一 +) ,这 


样 定 义 ACE) 会 Are), 当 站 < 十 cc 在 忽略 某 个 零 测度 的 如 的 子 
集 后 ,最 多 只 能 取 可 列 个 不 同 的 值 {x1 zz 这 时 
Ah) 一 SD PCE = x logP(t = x). 
Pt 说 明 上 随机 性 的 大 小 . 当 & 几 平 是 常数 , 则 (8) 二 
llogi ~ 0; 当 已 人 一 z) 一 人 一 PE 一 必 ) 一 二 ,6) 一 


中 一 二 log 元 | =Iogni 当 < 是 有 密度 的 随机 变量 ,4(6) 一 十 < 


由 于 对 于 迷 续 随机 襄 量 (或 相应 的 分 布 ) 它 的 录 是 十 cc ,所 以 
我 们 引入 相对 炳 的 概念 

定义 9.8( 相 对 粹 ) 设 在 (0..) 上 有 概率 测度 与 vy 相对 
,的 相对 偏 定义 为 
jn -| cdo), Bp log € rds 


十 co， 其 它 “* 
下 面 的 命题 给 出 一 个 重要 的 相对 精 的 等 价 定义 ， 
命题 9 13 




















Cv) Oo Cp) 
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en a 本 


全 inf {es [gcd pd) sr 十 log [edw) 
对 -- 切 有 界 可 浏 熙 数 F 成 并 } 
= (mx ~ log ja) 之 0 (到? 一 D. 
pa \ 
证 明 1) 当下 (vi 所 十 co 对 Y AEF,y(A4) 二 0, 令 和 % 一 
nla ;就 有 
na(A) = [eax Ei hv, pe) 十 log| stdw) 二 六 (vp) < 十 ee， 

令 nn 一 co 就 得 到 AQ4) 一 0. 可 见 jv 


及 由 于 当 0 之 x 之 1 时 |logz| 拟 z 所 以 | log 学 | 去 











[da 一 | 
dp 一 GPa du 加 
由 log | dx<| 各 亦 中 二 v2) 二 1 < 十 co， 
男 一 方面 , 令 
dp d 
t — |log E14 A = [210 < og dw) < N), 
则 


| log 本 dx 一 lim [pydp < R01) + limlog [ewa, 
二 记 (y,p) 十 limlog| 以 十 | dav) 
一 疡 (ApA 十 limlog (CC A) + gtAn)) 
hw,p) + log2. (9. 21) 
可 见 廊 (yyp) 过 十 吕 闭合 | os 区 < L(tdp). 再 令 (ww) 二 


log 窟 (wo) xlnv, 其 中 Bx 一 {«; 
有 





log 综 coy | 过 N} 类 似 地 ,我 们 
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Nog§ dp lim (gudy < hs, 1 十 limlog (B85) + p(Bw)) 


= Fr) CBn— 0), 
因而 hr ph , ££), 
2) 由 Jensern 不 等 式 可 网; 当 ys 之 十 0o20 ,对 多 有 界 可 测 ， 
我 们 有 
I 有 一 iog Ei dp log |e” "dp 一 iog erdr. 


从 而 hu, p< |log Pap=h 0). 
结合 1) 就 立即 得 到 产 (yypo 一 产量 
注 1: 由 于 Hz) 全 logz 一 1 十 之 产 0 已 5=0 当 和 且 仪 当 X 二 1， 
hv py = js Fan 一 工 - f+ fa (时 ja = dE}ar 0, 


计生 =0 当 县 仅 当 引 到 | -0 (ace. dy) 即 弄 二 1 (ae dp) , 即 忽略 dp 
的 零 测 集 后 x 与 v 相同 ， 
注 2: 不 难 证 明 当 站 是 Polish 空间 ,多 是 其 Bors] 域 时 ， 
hs 二 inf {es [gdn se 上 log 人 eaav, 对 ，- 切 有 办 连续 函 数 戌 立 } 
令 .看 和 [aig 是 Polish 空间 (0 有 ) 上 的 概率 测度 ), 并 考虑 
它 的 能 收 敏 拓 牛 . 
命题 9. 14 有,*) 是 .上 的 下 半 连 钱 , 非 鱼 西 函数 ,而 且 
it 一 0 当 且 仅 当 vg 在 忽略 一 个 gv 公共 的 零 测 集 后 它们 相 
注 : 上 命题 中 六 的 非 负 与 四 性 并 不 要 求 中 是 Polish 空间 ,由 yy 作 wv 的 
零 测 梨 即 与 ， 的 公共 零 测 集 
证 明 1) 令 p=1, 则 


在 《UP 阅 mx 一 log|era 一 上 一 iege 一 0. 


调和 是 由 命题 9 13 后 注 1),hGy,p) 二 0 当 且 仅 当 忽略 一 个 wz 公共 
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的 零 测 集 后 u,v 相同. 
2) 对 Y ay,8B0,a 十 B 一 1 由 于 对 Y 有 界 可 测 渔 数 ， 
a {ren ) 十 Bhivs ps) 


a [qa 一 log era 十 | [gtx 一 log|erd) 
= [ada + Pe) — logJerdy, 
于 中 得 到 
oh 十 PRO pe) Sh, ap 十 ps) 
3) 令 Ht.p) = [gdp—log [erdy. 对 jw- 到, 存在 兔 ;使 
得 g, 有 界 连 续 而 且 
hv, Pen》 一 HmH ,po ), 


于 是 由 于 瓦 (, 关 风 对 请 连续 ,可 耻 
limACy, ee) lmH Op, Oo Hy 0) hm), 


pg 


即 玉 Gy 下 半 连 续 . | 
推论 1 设 Ziryi 人 0 二 1,2,*"") 而 且 


1 一 之 im 站 Pak 











则 
1) xlog > 0 
2) 过 log > 二 0 当 且 仅 当 z= yy 区 
证 明 取 中 = (10,1.2 pp 令 z 一 0 一 1 一 Dy 即 得 到 
A rs A =01,). jv 是 QQ 上 油 个 概率 测度 
不 坊 设 0( 否 风 推 论 是 平凡 的). 这 时 


EL, 0) 一 SE htv,n) 一 >ilog 5 一 0， 


而 且 ,hCv yp 一 0 当 且 仅 当 C60) 王 v0 让 ) , 即 wy .| 
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推论 2 设 . 季 , 是 全 和 体 11,2… 六 } 上 的 概率 测 庆 ,出 
sup{h(AO sr 和 A) = nN = hip,), 











十 二 上 
了 





{papali) = 让 (Y i=1,2,%,N)}， pi 人 一 Pplogpd). 
i 





、 ay (i) 
证 明 “所 Ar = rb)log A 


—logN—{— Su)iogpt)) 一 LogN 一 CO 1 
一 】 


推论 3 对 . 友 ,( 定 关 见 推论 2) 中 的 测度 jp 
hkCH) = logN — htpos te). 
事实 上 还 可 考虑 在 一 个 子 o- 代 数 . 吕 | 己 . 多 上 的 相对 坑 : 
ha (DrAD A hs Ar 
其 中 心 , sur ,分 别 是 vw 在 多 ,上 的 限制 . -个 自然 的 问题 是 对 
于 不 同 的 eo- 代 数 多 ,多 :它们 的 关系 是 什么 ?下面 的 命题 给 出 了 
它们 的 一 般 关系 . 
命题 9.15 设 Pojish 空间 的 测度 空间 (2, 多 ) 上 有 子 普 代数 
多 CC. 多 已 多 . 则 
hr, CVF 一 hz (vp), 十 Er* Chs, Ces Hl iD) 
其 中 wire 分 别 满足 以 下 条 件 的 正 出 条 件 测度 ， 
ia CA) 一 尼 (4HD(o) (Ff A € F,), 
pus CA = ECA|FI) (CW) (¥ AE FB,). 
证 明 ”不妨 设 pc 和 gw 而 且 严 > Co 和 二 十 co， 
1) 先 证 














due ‘= or (Ce) de C9. 22) 
事实 上 ,对 Y 4E .多 
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en 





HL) 一 E*(14) 一 ECE(C1a | 1)) 
= CE (Erm (1a)) 














dee, , ee | 
FE) dp Ee du ! 
dys 村 Paulsr， 2 
一 万 可 Er 1 多， 











dps de, 
一 > E 窜 dwr， 六 |， 
由 此 可 见 59. 22) 成 立 、 


des ， 
drs 














2) hw, Cp = EY" og 





de.. 
十 名 ™! [es dy se， 
LA 
dvisr, 


Hr 


dy 








log 








jr le 


= 


= Es [og 





dier， 
最 后 的 等 式 是 由 于 
五 (Ta 多 昌 ) = En (1a) tyY A EE PF,). 
不 难 由 测度 论 典 型 方法 得 到 对 Y 9pE 丈 ， 
Er(v|.F) 一 天 oz 人 的， 
推论 Ptzr Yo 一 有 (ri) 十 请 (my X17 ;其 中 一 
my m= ara, mn = a c= 1,2; 


haf Ki) A Eh (Xa)), 《0. 23) 
og, tx;) 是 在 测度 Pop "二 ELC， | 多 1,) 王 的 炳 ,mrs 分 别 是 
Fils Ha 个 集合 的 有 限 分 割 ， 


证 明 令 pd ,pede 分 别 是 在 AR] + Ts 上 上 的 均 名 分 布 - 于 是 由 
命题 9. 16 推论 3, 及 本 命题 
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A VY TL2 
= log — hs, CAD X pH) 《其 中 :更 ,一 STTV 2)) 
一 logn' 一 hr Cp A) 十 Edogn; 一 ho CH , 1)) 
CK = om )) 
一 上 (mm 十 下 (hs fra)) = hm) 十 六 (rar | 
推论 2 h(x) 一 站 (mA s)he, (pr X Lin, A)» 
Rn) 2 hen Key SF 0. 
证 明 由 推论 1 我 们 有 
hm) 一 正人 Am) 
一 AhR — (hET, VY ms) — he) ) 
一 一 POV Yoga OD) 一 Dn) ogu Ne) 
i fi 


+ AQP Nog OP OP) 
i 


一 > pC DS Ylog ny 
= hg, pn Xp 
叉 由 于 ji (pa X Pr 之 90, 就 立 得 Army mm 
推论 3 所 Cm Vz) 和 有 (zr) 十 Cr》. 
证 明 ”由 推 论 1,2， 
hin V rs) — hem) tT hem/ Mm) BA) + hm). | 
定义 9.9¢ 菜 件 焙 ) 上 面 命 题 中 衣 (xi/rs) 称 分 割 zw 对 As 的 
条 件 炉 (多 (9, 23)). 
下 面 我 们 给 出 保 测 变换 了 的 炉 . 
定义 9.10( 保 测 变 换 的 炉 ) 了 为 保 测 变换 ,x 是 一 个 分 割 , 则 
定 久 分割 zx 对 工 的 炳 为 
h(x,T) A lim ACF,CT)), 


其 中 
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ee dm nh 


zDD= 0 NT Nf TD). 
了 的 精 定 多 为 
ACT) = SUP A{tx,T). 
是 有 限 分 前 


A. 


例 12 仍 考 虑 [0,1) 上 均 与 分 布 的 随机 变量 (Cw),&(w) 
一 Sia.(w)2-", {a.(w)} 相 互 独立 ;而 且 











Pla, =1)= Pla=0) 3 , 2 = [06,1]. 


人 
ml = OU DOP, DP {wa = =1,2,3 = 0,1). 
于 是 
六 (TD) 一 log?; 
上 (ra VY my VY Rs ) = mlog2s 
人 kj 


nh ,} 二 
Cr zy) 0, 种 一方 


mn 2 
又 若 So) 一 > oo)3- ,定义 元 ,0= UP?, 其 中 全 = {0 
才 一 了 1=u 
axtw) 二 ?1 ,fT 二 ,1,2, 于 是 hn) =log3; 
hm VR NN A ) = mlog3s 
CR | ) 一 hm YY A 一 页 CT) 
由 于 TV A 二 U6,, 其 中 
fol -Til 一 | 工 2 Tz 
2 一 [oa= [二 二 1， 9 [去 ,3 引 2= 仁 : 
所 以 


页 (Ti YY 一 


] 1 1 1 |， 1 1 1 1 
了 log 本 上 log | 6log 于 十 村 log 本 | 











一 Slog3 十 计 (《log3 十 log2) 一 log3 十 二 log2， 
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页 【元 [ro) 一 log3 十 log2 -- Jog2 


二 Jog3 十 Slog2 天 log3 = hn). 


hn zy x) 一 3log2， 瘦 是 全 3; 
A YY Re Xs rr) = Uy 1h 3 时 
例 13 令 To=2o 一 [2o(oE[0,1]), 则 他 是 保 测 变换 ， 者 
吧 一 了 Co)2， 


而 Tw = DanCw)? 7", 


太一 上 


"0= [0 [3 


7 m0 UD 2 一 [ou 他 


,一 [二 2)U [1 ， 




















于 是 
Ft] 1 下 
mV Tri V eV Tn 二 二 , 立 |， 
| | ! UL 2 2 
itm VY Tn Vy- YY T)》 一 log?" = nlog?. 
所 以 


Ar 一 lim hm V TA ¥ mY Tn,) log, 


进而 不 难得 到 有 h(x,T) 二 log2. 
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人 的 丧 就 是 由 它 在 所 有 有 限 分 割 下 导出 的 平稳 序列 的 不 确定 
注 ( 随 机 性 ?的 最 大 值 . 这 里 所 谓 了 在 xla= UU oj 下 导出 的 平 





稳 序 列 指 : ?Co) 全 > CIT). 


遍 廊 论 的 内 容 十 分 丰富 ， 醒 旦 目前 又 是 在 不 断 发 展 的 学 科 ,本 
段 作 为 初步 介绍 ,现在 是 结束 的 时 候 了 . 











习题 


1. 试 构造 一 个 宽 平 稳 过 程 , 它 不 是 均 方 连续 的 ， 
提示 : ”考虑 一 个 相 庄 独立 同 分 布 ,均值 为 6, 方 差 为 1 的 了 二 有 R+ 上 的 
过 程 - 
2. 设 了 是 避 , 多 ,PP) 上 的 随机 蛮 量 , 卓 Ee 与 无关， 
Pn rx) = Fr). 
试 证 明示 会 e" 是 一 个 宽 平 稳 过 程 ,并 求 出 它 的 谱 函 数 . 
3- 设 全 ;zB ) 为 平稳 过 程 , 则 其 滑动 和 


7 全 | =- Pe Gra € R!} 

仍 为 平稳 过 程 ( 其 中 人 为 常数 ,一 1， 2 

4. 设 eCw) 是 取信 [0.2x] 中 的 均匀 分 市 隧 机 变量 ,由 

A AsinCttw) + 0 ,7 € Ri} 

是 平稳 过 程 ,而 且 当 区 是 无 理 数 时 , 则 它 是 遍历 的 . 

5. 试 证明 例 2 结论 . 

进一步 证 明 , 若 zato7 起 一 1 , 士 1,…) 是 实 值 . 不 相关 、 均 值 为 
零 的 随机 列 , 必 是 实数 ,人 ,BEoi < <, 则 = > ouepw 为 宽 平 稳 
过 程 ， 

.在 概率 空间 (但 ,多 ,PP) 中 ， 今 
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入 二 fx: 向 一 0Q:r 是 2 的 分 割 ,#4 宇 1)， 
一 [及 过 的 Yarn 和 站 都 有 有 mrr) 十 天 Cryri) = 0}. 
a rr EB AE BE 
dBi,B) dn ne) hin wa) + hn x). 
试 证 是 8% 上 的 一 个 距离 , 即 (g,d) 是 一 个 度量 空间 . 
7, 在 上 题 中 证 明 
[aA{x. TY) hx | SE dn ,ne,), 
因而 hr 了 T) ;p>R+ 是 (yp,9) 上 的 连续 函数 . 
8, 试 证 明 对 有 限 个 元 素 的 集合 上 的 测度 ,其 相对 炉 Cv, 
对 是 连 六 的 . 
9. 设 测度 空间 (so,Z) 上 的 概 讼 测度 pr<v 而且 ov 都 对 测度 
4 绝对 连续 ,而 县 
(XT) 二 Sk(z), vr) 一 Cx) (ae dA), 


则 


dye _ MCT) 
dy vt) 





Ca. €, dv)， 
而 且 





Rv A 一 | 10g A ,7Adz). 


vi) 
10. 设 jx,Pt，，，) 分 别 是 (57,Z) 上 的 概率 测 庆 与 正则 条 件 
概率 测度 , 令 
AP(A) 全 [caryP x,a). 


又 设 ps,P 分 别 对 4 绝对 连续 , 试 证 明 , 对 了 P 有 唯一 的 不 变 测 度 y 
( 即 vzPCA) 一 CA) 对 Y¥ AEZ 成 立 ) ,Py,y 字 而且 hv, pwP) 声 
及 C20 , 式 中 等 号 成 立 的 充 要 茶 件 是 


zz》 
| 


= const (a, e. dx). 
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提示 : 利用 困 才 六 :1 全 slogs 的 西 性 ;以 及 


| vrIP (Ty) 
vy 


11. 在 上 题 中 设 5 是 一 个 有 根 集 ,又 PP 为 非 周 期 , 令 
uP(A) = Jap™ (dP ,A), 
斌 证明: 当 n 一 十 c5 生 hv, 让 之 十 o0 时 ， 
EP (UA) — vi TI})., 


提示 : ”本题 皮 有 限 状 态 的 怠 氏 链 的 访 历 定理 的 相对 业 证 明 . 利用 
AP 的 紧 性 及 第 8, 第 16 题 结 果 ， 


12， 试 证 明 一 切 不 可 约 平 稳 马 氏 链 {)} 均 遍历 ， 
提示 :， 利用 命题 9.9, 先 对 4,BEacesansw) 验 证 命题 所 要 求 条 件 成 
立 , 并 注意 对 不 可 约 平 稳 马 民 链 永远 有 
lim LTE Gers iy) = EC 
对 一切 可 积 的 有 界 可 测 天元 Borel 函数 及 mm 之 0 成 立 . 





Atdz) 一 1- 
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附 录 


附录 1 常用 测度 论 定理 


(一 》 单 调 类 定理 (测度 论 虚 型 方法 》 
定义 0.1 名 的 子 集 类 名 称 为 5 系 , 如 果 
A,BEB— ANBED. 

定 光 由 2 总 的 子 集 类 多 称 为 qd 系 , 如 果 

ti 全 上 集 人 ES， 

(i) A,BES ACB PACE; 

(iD ALED,A4—> AE. 

定理 .+ 设 儿 是 x 系 , 则 含 儿 的 最 小 4 系 就 是 多 生成 的 
于 代数 . 

{参见 [YWL]J,}) 

定理 0.2 设 避 的 子 集 类 名 是 fr 系 , 避 是 有 上 实务 数组 成 
的 某 个 线性 空间 , 它 满足 ， 

(CH) le; 

(H2:) AE YB ~ 1 EH 

CH3) 太后 茹 ,0 扫 六 六 了 有 限 5( 对 应 地 :了 有 界 ), 则 FE 

在 这 些 条 件 下 ,. 绍 ' 包含 所 有 (ae 多 7 可 测 ( 对 应 地 ;有 界 可 
测 ? 蚁 数 . 


(二 7》 独 立 性 


定义 0.30,. 玉 ,PP) 上 , 沁 的 子 集 系 !{ 多 ,aET} 称 为 独立 系 ， 
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te hr er ee be 


如 果 对 任意 及 任意 aaET ,任意 4E 罕 和 一 1 2)* 恒 
有 
已 (4 门 …… 门 4 一 PC4D PA,). 
命题 .3 设防 ,上 且 ( 对 Y eaET) 是 天 系 , 则 
{ox ,GET} 是 独立 系 寺 字 {zros8 包 TT} 是 独立 系 . 

命题 0.4 (2, ,P) 上 随机 变量 与 随机 过 程 {7w,t€ET} 独 
立 ( 即 ol 引 与 ol%)tET) 独 立 ) 二 YCE olWstET) 痢 与 独 
这， 


(三 ) 条 忻 期 望 


定义 0.4 是 (22, 了 ,了 P) 上 随机 变量 ,如 果 E& 有 确切 含义 
(可 以 是 无 穷 值 ), 多 (CCF) 是 o- 代 数 , 那 末 ELI 多 ) 定 义 为 满足 下 
式 的 唯一 多 可 测 随 机 变量 : 

ECE(|B)1a) = El) (¥ 4 所 名 )， 
EC(E| 名 ) 具 有 类 似 于 EE 的 许多 性 质 , 此 外 有 
命题 0.5 5 一 致 可 积 且 和 5 一 §# ae.dP, 那 来 
E(&.|@) SLED) 

(但 是 末 必 有 EC | 多 I 一 E(B ) a.e.dP). 

命题 .56 若 Fr 有 界 可 测 ( 或 非 负 可 测 ),? 为 多 可 测 ， 
则 有 





ECFCE DD IB) = CELFE, ys 
特别 ,如 果 还 有 < 与 多 独立 , 那 来 
ECFE DBE) 一 下 FE y) | ,sr. 
证 明 提 示 : 先 考虑 f(x,y) 一 g(tz)h(y) 的 情况 ,再 用 上 典型 允 近 方法 . 
命题 0.7 设 # 人 {&;tET} 是 一 族 随机 变量 (7T' 是 任意 指标 
集 , 可 以 不 可 列 ), 对 任意 的 一 个 随机 变量 #7, 必 存 在 {&;n 一 1,2， 
及 Borel 函数 名 (mn 之 1), 使 得 
Ee) =limg (és 0). 
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这 个 命题 等 价 于 任 一 ot 可 测 阔 数 都 是 中 可 列 个 元 素 的 
Borc] 图 数 . 

命题 0.8 在 上 面 的 命题 中 没 天 7 一 co , 令 了 一 天 (31a(G))， 则 

EY)— minECy—?). 

命题 0.9《 可 测 映 对 o- 代 数 的 正则 条 件 分 布 ) 设 为 ( 旧 ， 
多 ,站 到 可 测 空 间 ,C57,) 的 可 测 映 射 ,而 二 满足 条 件 

{ 态 .1) AEB, 司 =so04, 17 

《A.2) 本 和 拖 类 鹤 一 2, 满 是 紧 相 交 性 质 ( 见 第 - 章 人 4)， 日 有 

PCeE4) 一 supPGEC) (¥ AEZ)， 
[= 

那 末 对 征 意 -代数 加 C 妇 ,让 在 PCw,A) 满 尼 

(1 Yo 加 定时 ,Po ，) 是 工 生 概率 ; 

《27 ¥ A[EZ) 关 定时 ,P(t* ,4)Ec 史 ; 

(CG.3) 有 4 国定 时 ,P(EE AI =P(w,A) a.e.. 

这 个 三 (ws4) 称 为 二 关于 多 的 正则 条 件 分 布 , 也 称 为 汇合 条 
件 分 布 . 

证 胡可 参见 [Yn，,j， 

注 1 着 CB 一 (Ri 各 0), 风 (A 1) ,CA 2) 性 成立 . 

注 2: 共 (0, 多) (553) 且 $= 二 1( 恒 等 上 映射) 如 当 CA (4.2) 成 站 
时 ,上 述 的 (eA) 一 了 PCAI 字 ) ae 柠 为 三 关于 人称 的 条 件 分 布 ， 











附录 1 关于 独立 增 量 过 程 的 附 记 


独立 增 量 过 程 是 理论 发 展 得 最 早 , 也 最 为 成 熟 的 随机 过 程 ,这 
里 我 们 上 只 列 出 一 些 最 基本 的 结论 ,具体 的 细节 与 证 明 可 参见 [1;]， 
LJ.LGSJLWSJ,LCK 1] 等 著作 . 
(一 ) 随机 连续 的 独立 增 量 过 程 的 特征 函数 


-一 Levy-Khinchine 公式 


随机 过 程 &. 称 为 随机 连续 的 ,如 果 Y se>>0， 
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ed 





PUE SE | 0 (rt0). 
1 (随机 连续 的 独 闻 增 车 过程. 的 增 量 的 特征 聘 数 》 有 如 
下 的 Levy-Khinchine 公式 
Ee Ey etn 一 站 C3》 > (CO. 1} 
其 中 
$A =iam(t) 一 去 oD 二 | (ew oI—iAele rt, du) ) 


(0. 2) 
ref 为 连续 范 数 ,于 人) 非 负 不 减 ,rCr。，) 是 测度 , 注 足 
rt {01) =0, | Cr A Latsdu) eee, (0. 3) 
而 和 且 对 林 Y sr0 太 必 wl 庄 引 的 任意 Borcl 子 集 有 4,x(t,A4) 是 1 的 

连续 不 减 昭 数 . 
2“({ 时 齐 的 随机 连续 (后 者 等 价 于 右 随 机 连续 ) 的 独立 增 量 过 

程 的 特征 肾 数 ) 
ei 起 er, {0, 1¥ 

其 中 


, A - 。 
BOA)=m 0 十 | {er —1—iAtt ,a 7 (dr) (Co. 2 
fc 可 改 为 1 ;相应 地 p94 疏 为 zrx2 nt) 为 测度 ,满足 
nt{0}) =0, | A Da <o, (0. 3) 


你 为 过 程 .的 Levy 测度 (C0. 3) 中 1 可 改 为 任意 es(>>0))、 
注 550. 27 中 的 丰 ( 罗 也 可 写 或 


A =-IA 入 or 十 | | ea -了 一 
\ 





Me | cdu). C0. 2)" 


1 二 了 | 
在 计 算 时 用 (0.2)" 常 较为 故 便 .但 屋 (0.2) 恒 明确 地 反 虹 了 的 轨道 特点 
《 获 见 万 而 的 介绍 ?， 

常见 的 例子 中 有 Brown 二 动 ; 可 一 Drt。 D0;Poisson 过 香 ;m 一 =-00， 


nt pCauchy 过 程 :er:=-0wnddz) 二 世 - 虹 ， 


证 a 
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注 2: 显 见 辽 维 过 程 上 为 独立 增 基 当 旦 代 当 其 分 量 的 任意 常 系数 线性 组 
合 均 为 狗 辫 增 且 ,所 以 上 面 的 公 戌 有 显 见 的 d 锥 推 /、 


(二 ) 独立 增 量 过 程 的 一 般 形式 与 修正 
1° 独立 增 量 过 程 点 的 一 般 形 式 为 
B= f+ te ， 《0. 4) 
其 中 /000 为 常 卫 数 ,8 为 随机 连续 的 独立 增 量 过 程 ,i 称 为 离 
散 的 独立 增 量 过 程 , 即 存在 L0;ce) 中 非 和 随机 序列 页 及 相互 独立 的 
独立 随机 变量 列 { 多 有 1) , 恒 














各 一 Zt 27 的 (0.5) 
(级 数 为 绝对 收 仇 ). 此 外 上 与 < 是 相互 独立 的 并 分 别 为 左 连 续 


和 右 连 续 的 阶梯 过 程 ， 

2 随机 连续 的 可 分 独立 增 量 过 程 的 几乎 所 有 轨道 均 无 第 二 
类 间断 点 ,因而 沿 轨 证 的 左右 极限 分 别 存在 . 

3” 随 机 连续 的 独立 增 量 过 程 $. 可 修正 为 Levy 过 程 , 即 存在 
一 个 轨道 以 概率 为 1 地 右 连 续 且 有 左 极 限 的 随机 连续 的 独立 增 量 
过 程 所 ,使 对 于 Y t 宇 0 有 

了 [所 一 入 ) 一 ]， 
3” 即 定理 6. 24 的 推论 3， 
注 : 以 上 结论 也 适合 d 维 过 程 ( 本 段 内 容 详 见 [GS] 1 ,Ch N )， 


‘三 ) 时 齐 的 Laevy 过 程 的 轨道 分 解 的 粗略 介绍 
设 志 为 Re 值 的 时 齐 Levy 过 程 . 令 
NCA)=# {ow, StE 一 上 EA}, 
其 中 44 为 {uw: jl 信里 中 的 Borel 集 . 可 以 证 明 N.CA) 为 参数 zn) 


[二 :| x(x)) 的 Poisson 过 程 ,而 且 对 于 两 两 不 交 的 4,…， 4。 


有 :NA ) 了 ;NCA 相互 独立 ， 这 时 
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tt 


是 蒜 CN, 称 为 系 于 总 的 Poisson 点 过 程 ,ytz，* ) 称 为 其 对 测 度 ). 


对 fw) =xlivfzay 可 定义 按 国道 的 随机 积分 | / (2NCdw) ,这 
表示 时 刻 以 前 跳 联 值 总 一 二 -的 了 值 : 了 (一 后 ) 的 总 和 和 和， 对 于 


gt) Edn}) 还 可 以 定义 按 鞍 测度 pbtsdu) 的 积分 | gu) pesdu). 
特别 地 , 由 于 (0,37 我 们 可 取 g Ca) 一 wliwcs. 我 们 拒 述 基本 定理 如 
下 : 

时 齐 Levy 过 程 的 轨道 分 解 ” 对 于 时 齐 Levy 过 程 所, 一定 存 
在 一 个 ( 哉 道 连 续 的 ) 正 态 的 Levy 过 程 &, 它 与 N,(A4A) 独 立 , 而 
且 有 


8 一 6 十 | ulieza NiCda) + [ | ai soaCdsydxy (0.6) 


(= 各 十 mt 十 0:B,,B, 为 Brown 运动 ). 
对 于 非 齐 次 Levy 过 程 及 d 维 情形 ,者 有 相应 的 分 解 , 只 需 对 
00. 67 作 一 些 显然 的 调整 即 可 ， 
注 : 如 果 Levy 测度 afdtz7? 还 满足 :存在 <>0 使 





| [uilliovsentda) To=, tO 了) 
那 末 (0.5) 可 以 简化 为 


总 一 外 十 | wao， C0. 8) 


其 中 setqw) 夫 为 时 刻 :以 前 二 的 所 有 跳 牙 各 一 和 的 总 和 , 称 为 上 的 纯 跳 
部 分 . 

可 惜 的 是 一 般 (0.7) 并 不 满足 , 即 5, 的 “小 跳 ”" 的 总 和 一 般 可 
能 发 散 , 因 而 不 能 有 位 洁 的 分 解 式 (0, 8). 


当 (0.7) 成 立时 ， 上 aNiCaw) 以 概率 为 1 地 是 下 述 极限 


Ver 
t | 


lm Jim 2 ON Gu"), 


Hen ME, {my my 4 一 
站 
nm 
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而 且 这 极限 在 0 二 1 一 对 * 局 部 一 致 地 成 立 .于 是 它 的 期 望 为 
:| unCdw). 这样 | xinkdo 就 表示 沿 过 程 轨道 上 单位 时 间 的 跳 区 
的 绝对 跃 度 和 的 平均 ， 

对 维 情形 也 有 与 (0. 6) 对 应 的 分 解 . 

四) 时 齐 Levy 过 程 的 特殊 情形 (4I) 

这 里 介绍 (0.2)' 或 (0.2)* 的 特例 , 即 Levy 测度 xtda) 还 满足 
一 些 其 它 补充 条 件 的 情形 . 

1 当 | wnCdw) <oo( 等 价 于 D8,<oo) 时 ,(0.2)' 可 简化 为 








pA = ioA— 启 o2 十 | {ew—1—iAl) ntday, 0. 90) 
再 则 , 当 | ,wlnCdw) 之 oo 时 ,C0. 9 仍然 成 立 . 
2 当 | lulacdw)<oo 时 ,C0.2)' 可 简化 为 


%CD 一 jz 一方 o2j2 十 [ (et 1) nCdu). C0.10) 


事实 上 , 当 互 |&|<oo 时 ,有 | |ujnGdw)<<o0, 当 然 (0.10) 开 
TY 
3 当 |n(diww<<oo 时 , 令 
B=— | acdw), FoO= 吉 | aCdw), 《0.11) 
那 末 玉 是 分 布 函 数 . 显然 这 时 2* 中 条 件 满足 . 又 者 四 一 一 0, 则 
我 们 有 
一 jbndo( 设 & 一 0) 一 eaf [ee 一 1 . (0. 12) 


可 以 攀 造 独立 辣 分 布 列 {XX} ,使 它们 的 分 布 为 恶 ,及 Poisson 过 程 
3., 使 其 参数 为 8, 且 与 {X,} 独 立 . 令 


5 一 X| 十 … 十 XX。 《项 数 随机 化 的 独立 和 )， 
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ne 上 
人 . 


由 有 与 4 有 相同 的 特征 函数 , 即 澡 } 与 { 各 } 有 相同 的 分 布 律 ( 筋 见 


§, 也 是 章 次 Levy 进程 ), 后 者 称 为 复合 Poison 过 程 ,因为 它 的 分 
布 函数 为 





> 人 人 ee(P 
其 中 (Fy'" 为 四 十 … 十 天 , 的 分 布 函 数 ,F"" 三 1. 6, 与 用 有 相同 的 
跳 路 时 刻 ,8= | nCdw) 为 单位 时 间 内 平均 跷 路 的 次 数 . 
| lal Ia(d) <_, 但 是 | (dw) 二 mm 且 my 一 0 一 0 
时 ， 


这 时 候 总 不 再 是 复合 Peisson 过 程 了. 另 一 方面 ,这 时 候 (0.8) 成 
和 ;是 2 二 0, 即 


$= | uN,dw), (0. 13) 

称 泡 纯 跳 的 Levy 过 程 . 

5 dn,0D=0, 且 一 0, 贡 ,之 0 时 ， 
我 们 有 





YD =iAmn + | (ew ladu) Ga30), C0.14) 


这 上 时候 EC— mt 只 有 正 的 纯 跳 ,上 称 为 (办 道 ? 递 增 的 Levy 过 程 或 
单 边 Levy 过 程 , 有 的 书 上 也 称 为 “从 属 子 ”(subordinatorY. 
如 果 把 上 式 中 的 讼 改 为 一 p( 即 形式 地 令 4 二 一 p/i) ,得 到 也 
pp)S=mp+ | (1—e-”)n(tdau), (0. 14)" 
那 末 避 的 Laplace 变换 为 
Ee fen, (tO. 15 
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以 于 各 项 在 坟 维 情形 都 有 自然 的 对 应 结论 ， 
“五 ) 时 齐 Cevy 过 程 的 特殊 情形 (i) 一 一 稳定 过 程 
0° 时 齐 的 Levy 过 程 &. 称 为 稳定 坪 程 ,如 果 =0 而 且 对 YY +， 
是 具 稳 定 分 布 的 随机 变量 .一 个 随机 变量 和 称 为 具有 稳定 分 
布 , 如 果 与 总 司 分 布 的 彼此 独立 的 半天 及 Y aiwso3 pg 
使 多 十 gsXs 与 8 区 同 分 布 ( 记 成 四 局 十 mw 二 8 


令 六 为 Xx 的 特征 通 数 :由 到 有 具 稳 定 分 布 等 价 于 :Y Ql > 
0 8>0 使 








fla) Fa 一 大 9 (YF aR). 
于 是 时 齐 的 Levy 过 程 为 稳定 过 程 当 日 仅 当 YW oo>0, Ap-0 
使 
Pad jas) = A). 《0. 16) 
为 求 风力 的 一 般 形 式 , 不 妨 假 定 YE0, 取 a==a;==1, 由 此 存在 
使 29504? 一 8282 用 (0. 16) 及 归纳 法 使 知 ] 及 使 zy (0) 一 (2). 
往 证 对 于 Y 实数 se>0, 了 B 守 0 使 








0 一 WEB 7， (0. 17) 
首先 , 当 a 为 有 理 数 全 时 我 们 有 
m PBAY 1 ,i 及 B,, , 
2 Br 泵 | C0. 17') 





只 要 到 入 一 尔 就 满足 (0. 17? 的 要 求 , 
再 则 ,我 们 指出 对 应 于 有 理 数 +,p, 是 唯一 确定 的 . 事实 上 ,如 
果 相 反 , 则 了 0< 有 一 床 使 
BAD = ND). 





| 号 =rdl 序 让 一 GY. 
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Tm 1 he, a . 


由 此 








(一 所 (| -pC0)—0, 
与 y$ 涯 0 巴 盾 . 
这 样 ,利用 《0.17 就 推出 ;对 有 理 数 p,q>0 
BBs 一 及， 
注意 到 z 委 1 时 有 记过 1, 因 者 不 然 , 则 出 
PO = pp A 0) =0 
又 导致 了 与 $0 的 矛盾 ， 
由 此 ,车 ps , 则 局 一 BonB 委 局 , 即 从 有 理 数 疡 到 BB, 的 对 应 
是 单调 的 . 设 r 一 1 时 对 应 B. 的 某 个 子 列 鸦 于 P, 那 末 由 CB.) 一 
rmf(j 便 得 %8) 一 wy 因此 B= 二 1. 这样 由 及 对 请 的 磁 法 性 质 立 
刻 推 出 8, 甘于 p 为 局 部 ( 即 在 任意 闭 的 有 理 数 区 间 上 )- 一 臻 连续 ， 
及 而 可 以 扩张 为 正 实数 a 上 的 连续 函数 8B,, 满 足 (0. 17) 及 乘法 性 
项 














P， P。 一 Bas, 


于 是 中 为 宪 函 数 梧 er>0 使 记 一 o=, 并 且 
站 的 人 Co—ptaa). 《0. 18} 








由 此 对 a>0 有 
pial=agltl), 
a) =p la) =a’ $1). 
令 (1) 二 一 co 十 iecj, 那 末 
HD= 1a Ceticnsgna) (a >0). C0.19) 

由 于 |e* | 所 1; 故 恒 有 cs 宇 0.& 称 为 稳定 过 程 的 阶 ， 

顺便 指出 ,由 (0. 18) 立 刻 可 得 对 应 的 稳定 过 程 应 有 6 二 at&. 

另 一 方面 ,由 (三 ?我 们 有 


[fncaw) =E( 2 f(é.—é, )). 
Daisil 
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于 是 可 以 得 到 YA) 的 另 一 个 形式 :一 方面 ,对 于 ws>>0,Levy 过 程 at. 
对 应 欧 二 eC 和 应 为 Cad 一 a (和 0 ,所 以 其 Levy 测 麻 应 为 aztadgli 
另 -方面 ,; 它 六 应 是 性, 在 单位 时 间 内 跳 贱 高 度 属于 dz 中 的 次 数 的 
均值 , 即 是 .在 单位 时 名 内 跳 唉 高 度 属于 daa 中 的 次 数 的 均值 . 这 
说 明 

a'ntda} —ntdaa). 
于 是 


[ nlda)— | A rdi) = | cd 一 nCday. 
TT 1 1 1 


可 网 当 w 半 0 时 ,nldu}) 有 密度 局 /wr!. 同样 在 < 二 0 时 ,有 凯 
度 忌 7 | 即 


-| ， Hs 
天 (dz = 它 {0. 20) 
Tel? wd, 


若 C=C=0, 则 9)=ima~ 全 太 . 由 (0.19) 便 得 加 二 0,a 一 2， 
从 而 训 ~ 一 NC0,0 吕 ), 所 以 指数 为 2 的 稳定 过 程 是 正 态 的 时 齐 Levy 过 
程 ( 即 Brown 运动 )， 

若 忆 或 它 为 正 , 则 由 | tfdr)<co 及 (0.20) 可 知 0<a<22, 

于 是 我 们 得 到 

1 稳定 过 程 的 阶 a 满足 0<as<s2, 当 ae 一 2 时 是 正 态 的 时 章 Levy 
过 程 ( 即 Brown 运动 )， 

下 面 对 不 同 的 e 分 别 讨 论 ， 

情形 1 0<<a<1， 


这 时 由 (0.20) 可 知 | ” = (du =oo, 即 单位 时 间 的 平均 跳 皮 次 


数 为 无 限 ,而 且 | ”alnCdw)<o0, 因 此 pO) 采取 (0.10) 的 形式 : 


2 ur 
$V =ima SR+C[ Grrtc Ce 1) -de 
一 oa 扬 


| 到 | e+1 
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2 oo 
ima 一 所 十 141"| c| Ce 一 DC|- Ce- 一 1) .9 了 
0 
(CC 十 C00. 利用 力道 积分 可 以 求 得 [CK jj 对 0<a<1， 





| er -95 一 二 一人 er 
于 是 
YD ma SR A TL ( Cerne Ceinen), 
把 它 与 (0. 107 比较 可 知 癌 ;一 史 一 0. 从 而 
YN 一 一 1A LE ( Go-ieem 二 Eee C0.21) 





一 c| fei 一 1] 二 te) (er — 1) Ta (C0. 21Y’ 


(十 忆 守 00). 由 (四 )4°" 可 知 总 是 纯 束 的 时 齐 Levy 过 程 . 
及 由 于 总 二 0 及 cos ;我 们 有 








Ts nj 一 [至 
名 一 Cos 2 








|Ee 克 | | ews | 一 DO 时 


CC+E)eos| Fe ELL, 
由 Fourier 变换 的 工 和 上: 理论 可 知 让 习 三 Ee 汪 的 Fourier 变换 连 
续 且 属于 工 :, 从 而 就 是 去 的 分 布 密度 ,也 就 是 说 ,点 有 连续 的 分 布 密 
度 . 

情形 2 1<a<<2， 

这 时 由 C0. 207 可 知 

ndu) = 00, 有 ||nCdu) =00, | |u ln Cdi) <o0. 

一 二 一 必 lul=1 

因此 ,由 (四 })1 (和) 可 取 人 0. 10) 的 形式 ， 


2 roo 
pO) 一 izeo 一 全 关 十 C | (ew —1—iAn) 4 





+C| (er 1 一 ilze) PE CC 十 ED0)， 
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| {e” 一 1 一 ia) Seri du, 一 到 六 Gs 
全 


° i ; du _ i a de 
| 【ee 1 一 iaz) ET i {e 1) rap 


由 于 0<<a 一 1<<1, 用 a 一 1 代替 情形 1 中 的 a 后 利用 那里 的 公式 得 到 


. 2 工 【2 
OA) 一 iaok 一 Sx* —|Al'sgna 一 i (Ce Dsem Ces Vem). 


同 祥 地 把 它 同 <0. 19}) 作 比较 可 得 mm 一品 一 0D, 从 而 























(2 a) .1 工 ， 
yA)=— |4| nea 一 | ec 十 Csin| 了 (x 1)j 
上 +iC 一 Psgna scos| F(a — 1) ] 《0. 22) 
i . dx 
=C| Ce 一 1 ily) J) +0| te io) 让 下 
《D. 22}! 


情形 3 “一 |， 
这 时 候 我 们 用 (0. 2) "形式 , 注意 到 由 对 称 性 及 分 部 积分 

三 (o> 一 1/ Qtu)) 轩 =2 | Ceos 各 一 上 各 
—24 | > ed 


4] 





一 2(coshw 一 1 一 二 
uv 


一 一 24 sgnA— 一 x|A|. 
于 是 
YO =im 2 SCnlAl. 
与 C0- 19? 比较 可 知 到 一 0, 从 而 
gO = mA Cr = 本 ia 一 cla| (0. 23) 


Ax 1 da 
1 + ws ws 





=im4++ 完 mn 


对 应 的 过 程 马 有 具 Cauchy 分 布 密度 
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ht he pa pee a ph a 


1 ‘Cut 
Tm Co: rm 
所 以 & 称 为 Cauchy 过 程 ,在 第 五 章 32 中 我 们 已 证 明了 ;概率 为 
1 地 Cauchy 过 程 的 轨 章 的 不 连续 点 在 L0,cc7 上 处 处 稠密 ， 
于 是 我 们 有 
2 对 0<a<2,a 阶 稳定 过 程 的 #5) 分 别 由 (C0. 21) ~ (0. 23) 
(或 (0. 217 一 (0.23)0 给 出 , 当 a 之 1 时 ,过 程 为 纯 跳 的 ;1 阶 稳定 
过 程 为 Cauchy 过 程 ; 当 wsl 时 ,这 程 也 有 分 布 密度 . 
3"* 稳 定 过 程 名 称 为 对 称 的 ,如 果 一 扣 与 避 同 分 布 , 它 等 价 
于 名 一 妨 一 % 即 #() 是 实 值 的 . 正 态 时 齐 Levy 过 程 是 对 称 的 
2 阶 稳 定 过 程 .Cauchy 过 程 为 一 阶 对 称 稳 定 过 程 妆 有 旦 仅 当 一 0. 
其 它 阶 的 稳定 过 程 为 对 称 的 当 且 仅 当 C= 
毕 正 跳 的 稳定 过 程 称 为 单 边 稳定 过 程 . 单 边 稳定 过 程 的 阶 e 


必须 小 于 1. 在 第 五 章 $ 3 命题 5. 19 中 我 们 给 出 了 一 个 也 阶 单 边 
稳定 过 程 的 实际 例子 , 即 
一方, C=0, C= 











-__l 
TOU-a) gv 


由 (0, 21) 得 
FOS |All — isgna) 一 一 HE 一 2i sgnaA)” 
=— VV BA=— gON), 
其 中 8 (2) = 二 ve 


对 于 这 个 过 程 ,一 般 玫 Laplace 变换 描述 更 为 简单 . 由 于 Feit 一 
e “于 是 对 于 :>>0G 有 


Fe Se Ne ti ., 
也 就 是 说 ,对 应 于 
— 1 加 iu da 
JW= | 口 .和 
的 去 阶 单 边 稳 定 过 程 的 Laplace 变换 为 e- 五 。 这 事实 对 应 于 等 
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注 1: 限 于 篇 幅 , 本 书 略 去 众 知 的 事实 :任意 一 个 稳定 分 布 必 足 无 穷 可 分 
的 ,因而 总 能 作为 生 定 过 程 的 分 布 . 

注 2: 在 稳定 过 程 的 定义 中 所 涉 扩 的 稳定 分 布 的 定义 昌 比 独立 同 分 布 律 
的 极限 定理 中 涉及 的 稳定 律 的 定义 要 强 , 后 者 仅 要 阔 : 

若 不 ,XXX 同 分 布 ,六 1 ,Xz 独立 ,对 中 me 人 0 记 汪 0 及 7 了 ,使 aX 十 
ass 瑟 JX 十 Y 同 分 布 (在 我 们 的 定义 中 要 求 Y=00)， 

有 些 书 上 称 稳定 过 程 中 出 现 航 稳定 分 布 (Y=0 情形 ) 疼 狭义 的 ,而 称 在 
慑 限 理 沦 中 出 现 的 稳定 分 布 为 宽 义 的 ， 

以 上 讨论 也 可 自然 地 推 放 到 多 维 人 情形 . 


(六 ) 时 齐 Levy 过 程 的 生成 元 ,复合 
Poisson 过 程 列 的 红 极 限 


1” 时 齐 的 Levy 过 程 作 为 时 齐 的 Markov 过 程 的 特例 ,可 以 
考虑 生成 元 - 姑 ,我 们 有 人 所 多 (ez ,而 且 对 于 fEC: 有 


a Fr) 一 mf 十 坟 0 





+ | (ft fe) Ff Cru ndu). 


CO. 24) 

多 维 情形 只 要 作 相 应 的 修改 便 得 到 相应 公式 . 

2 “时 齐 的 独立 增 量 过 程 上 . 为 殖 机 连续 的 , 当 且 仅 当 其 半 
群 工 .f(x) 一 上 .f($,) 强 连续 . 

证 明 这 是 有 界 收敛 性 的 直接 推论 . 

3° 对 于 时 齐 的 Levy 过 程 &. , 必 存 在 参数 为 n 的 复合 Poisson 
过 程 列 ,使 "在 (DCRT) ,如 CDCR+T)) 中 验收 伍 到 &.. 

证 明 首先 ,我 们 先 求 复合 Poisson 过 程 的 生成 元 . 比较 
《0. 24) (0. 6) 与 (0.2)' 便 得 对 于 复合 Poisson 过 程 而 言 ,其 生成 
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a 





元 应 为 
a fxr) jwe 十 zz frintde) 


= 肿 Cee+o -Am [8= jcaw)) 

一 pF — PF= AF ~ 17, 
其 中 2As | f(z FGdu). 

其 次 ;我们 注意 所 的 转移 函数 闻 导 天 ) 满 足 : 
PGxT + xr} = P(ET+AIS = x) 
= Plé ~t ET = +) = P(t m6 EI. 
有 有 式 与 z 无 美 , 所 以 
Pir r= PO,0,T). 





于 是 
TA) = [fpP zdy) 一 Jf 十 TP 0 du) 全 fF. 
可 见 对 于 有 界 Borel 可 测 国 数 广 


Tif—/ 
A fe 1 





nl)f 


nn 


是 参数 为 Bm P=P| 1 0,de 


% 的 复合 Poisson 过 程 的 生成 元 . 
另 一 方面 ,对 于 A€ 27 《ef 为 $. 的 生成 元 ) ,显然 有 
fr (no0). 
注意 到 了 x 二 (4 入 ,用 归纳 法 可 证 对 ew" 的 半 群 TY" 有 
TY 一 了 Te 
fF i 





TAT | TAT = 














二 ££ 
oe 是 和 
一 | 一 EH)NY. (0. 25) 


所 以 有 
max | TFT 0 FE BE) no0). 
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进而 由 多 (ez 在 有 界 Borel 可 测 晒 数 空 间 中 的 向 性 ,利用 证 画 分 
析 中 熟知 的 事实 , 便 得 上 面 的 极限 对 所 有 有 界 Borel 函数 了 仍然 

取 了 一 ir ,我们 有 

Sup [PY ,rT) PT 一 0 《oo (0.26) 

其 中 PG,z; 站 是 -we 对 应 的 转 称 隆 数 . 由 此 可 知 -2 "对 应 的 
复合 Poisson 过 程 的 -一切 有 限 维 分 布 函 数 收 全 到 &. 的 相应 的 有 限 
维 分 布 活 数 . 

另 一 上 方面 ,由 于 PG,zx, 丰 ) 满 足 一 致 o(1) 条 件 { 定 理 6. 24), 利 
用 (0. 26) 便 得 到 :对 于 PG,z, 了 了) 而 言 ,对 应 于 在 定理 6. 18 前 所 
定义 的 W085) 有 ; 
GE GE) 十 sup [PO Bx,e)') ~— PO,r, Blz,e)')| 


二 001) (对 一致) 
于 是 由 定理 6. 24 推 论 2 推出 经 "生成 的 3 (PCR 中 的 测度 
P。 屏 ") 是 相对 蜂 的 .从 而 有 3 ns 使 


Po tm SP ol. 
附录 下 ”Markov 过 程 生成 的 测度 的 绝对 连续 性 
本 段 可 参考 [1GS;]. 


设 吕 上 5 代数 旋 .多 4 有 罗 ,(, 多 7) 上 有 两 个 概率 测度 PP 人 (i 一 
1 ,2), 记 它们 在 多 .上 的 限制 为 





PPAPls.. 
假定 对 一 切 w 有 
P< pi, C0. 27》 
那 宋 对 于 PP) 来 说 , 按 定 关 可 验证 Radon-Nykodim 导数 
Py 
AP 
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是 关于 多 , 的 非 负 款 .再 由 |adPf" = 1 可 知 这 个 非 
负 鞍 a.e. CdP) 且 Li 收 敏 , 记 它 的 极限 为 p. 于 是 我 们 有 
1° 在 (0.27) 下 ,PP , 当 且 仅 当 


| dP i! 
jadPi=1 | 此 时 有 JE: 一? . (0. 28) 


证 明 充分 性 . 记 P; 关于 Pi 的 Hahn 分 解 为 
P;=aP+ Bo {PEP,Q LP), 
其 中 P,Q 为 概率 测度 , 且 














a+B=1, 
1 定义 可 直接 验证 在 PP, 下 
dP™? dQ 
0 AIpri" 0 A 
关于 CF 都 是 款 ( 这 里 我 们 注意 P,Q" 所 PD), 而且 
1 ae- 且 itdm) dP 
dp’ 























rdP | 
We oF 
六 ， dP, | oh 





一 其 个 po (Ca.e@. dP). 
由 Fatou 引 理 , 对 于 非 负 多 可 测 有 界 通 数 站 ,我 们 有 


jeeamsiimjyresadpP = yeapp = raar = |maa. 
出 测 度 论 典型 方法 可 得 
| esdP<a 


但 是 PLQ, 因 此 必须 有 Pp 一 0, 从 而 p 一 apcm， 
再 则 我 们 有 








1= | mdPi=e| p™adP,=a, 
所 以 Ps,—=PEP,. 
(0. 28) 的 必要 性 是 显然 的 . 
推论 若 Markov 过 程 ( 不 一 定 齐 次 )a (west 有 相同 的 转 
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移 范 数 PS ;但 是 初 分 布 





2 
网 Et C0 雪耻) 生成 的 测度 Pj; 有 
P,P，, 3 C0) = (0)) 
其 中 = (ac :0O<e< 了 )}， 
证 明 令 
一 ef 人 了 遍 取 [0 了] 中 形 为 m2" 的 点 } + 
Pr —P; | > 
那 末 由 jg 志 j 知道 人 ,而 且 
dD APCw). 
0 全 p(w 





显 见 这 个 pp 满足 C0.28). 由 1" 便 得 Py 局 . 
2" C0, 28) 等 价 于 


dpb 
35 关于 aP, 一 致 可 积 ， 


CO. 28) 


3 =o( 同胞, 到 ) 上 存在 概率 测度 列 Pm (i 一 1,2) 


满足 
(CD PP(4) 一 Pd (¥ AE (ZF.,); 


[| 
(C2 pA 和 5 注 在 如 下 意义 下 为 Pi? 一致 可 积 :Ye>0 N， 
] 


使 
| ansmaPi"<s， 
则 有 P&P 


证 明 对 于 Y AE 【jz 有 


《0. 29) 


Ps; (4) 一 lim| odP™Y EN limP CAY 一 lim| Dolip iam dPI™ 
Hoo 和 EE a A 


< NP(A)++E. 
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EN a 


(0. 30) 


由 于 满足 40. 30) 的 集合 组 成 单调 类 ,所 以 (0. 30) 对 于 4E 拭 .多 仍 正 
确 . 

现在 :如 果 对 4E. 安 有 了 ,C4) 一 0; 风 由 (0. 30) 便 得 PC4) 一 
0, 也 就 是 PPP. 

推论 ” 设 Markov 过 程 8(DG 一 1,2,0<esT) 生 成 的 测度 为 
Pi 转移 困 数 为 已 (sz 如 果 下 列 条 件 成 立 : 

tO B11) Patsyrst dy IE Pls rtrdy) ,iit 

Pr A 
(CC. 入 .2) 常数 忆 使 
facsszst ylogplss et dy Piss zt dy) C5), 


CC 和 A 3) 5&00) 的 分 布 满嘴 px 
那 末 王 ,< 委 已, 

证 明 记 由 (PG zt 中)) 产生 的 Markov 过 程 的 测度 为 
亡 , 由 1? 推论 可 知 PP 入 启 . 


取 
0=2 TT， 
使 
4A ,ha} ff , 且 避 在 [o,7 中 科 . 
记 
rw 一 户 | ， 
nA—1 
dn? 
PAIpw (tl * »=1 lec) ， 
其 中 


Pi 全 让 ef] 1 (A } }. 
显 见 3° 中 (CC 1) 满足 . 为 验证 (0.29), 由 Chebyshev 不 等 式 ， 
我 们 只 需 证 明 ; 对 一致 地 有 


EV plogp,) = | waogndPP< 常 数 ， 
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这 里 五 是 关于 也 的 期 亡 . 令 
4 一 如 [ EC :RS 。 


我 们 有 
EV{ LL edt) l,i) 
mk 
=E™( 开 pe YEY{ p(t ) Fy 1) [Ft) 
i 
=E™| J ef 1m ) = 
二 
=EV{ et | ) 一 1 
于 是 


n—t wl 


Ev Cplogp) =EL| >) Te iogece)] 


f=0 #=u 


t=0 


,» ED Bal ACE | 妥 | | 


kt 


5 二 1 
= 2 EVE Tol)) od") ogec) 
Re 


可 1] 


一 之 Re [eologecee)] 
' Ret 


二 EE Tac)) Ep ogo") | | 


Ef 


-Dp le ”7)) COC! th te) 


<Hc st) 一 CT 
由 此 (0. 29) 正 确 ,用 3 便 得 P,P， 


附录 NN 非 退 化 扩散 过 程 的 强大 数 律 


定理 0.1 设 总 基 定理 8.3 中 的 扩散 过 程 ,又 车 它 满足 
Si 名 的 转移 函数 Pr 对 dy 有 正 的 密度 函数 
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而 (3 《各 tO.r,yER'), 
(3) 存在 (和 客 CR')) 上 对 Lebesgue 测度 有 正 密 度 多 的 不 
变 概 率 测度 jy;¥ 4E€ 吉 (RI) 有 
CA)= [Plsrs dd pldz), 


且 扣 在 初 分 布下 是 遍历 的 平稳 过 程 . 那 末 由 任意 初 分 布 jw 及 
Ptzry4) 生 成 的 Markov 过 程 C0stss7T) 的 测度 Pp 及 任意 有 界 
Borel 可 测 函 数 f, 惜 有 
Pl 二 | /EVd | /a 一 | 
注 : 若 
7 Lat TT) Ey, YO 
则 (SD 域 立 . 及 着 L*u 一 0 的 正解 则 (成 ,4 pt 
{dd 

这 些 事实 的 证 明 尚 需 一 些 附 如 知识 ;所 以 我 们 上 略 去 了 它们 的 证 明 . 

定理 的 证 明 ; 

先 设 po 有 正 密度 函数 多 这 时 pp 由 附录 于 1" 的 推论 得 到 
Pn 所 Po. 记 








4 | | feo) fap). 
由 于 亏 在 PP 下 昨 遍 历 的 平稳 过 程 ,从 而 f(&,) 在 P, 下 是 遍历 的 
有 界 平 稳 过 程 ,因此 强大 数 律 成 立 , 邯 
PMA) =0. 
但 是 已 , 禄 已 ,故而 Ps (4h) 二 0, 即 Pi (A)=1. 
其 次 ,我 们 设 jw 一 61,, 即 集中 在 的 点 测度 , 我 们 有 :对 如 半 0 


P.M= PP F| /Cyd = [fap |) 








= P.Puol 二 | "Feodt > ja 
一 PPe, CA, 
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但 是 #Ca) 的 分 布 关于 Lebesgue 测度 dy 有 正 的 密度 两 数 Pt， 
3 9 由 第 - - 段 的 讨论 可 得 到 Da (CA) 二 1 ,从 而 PA) 一 1， 
对 一 般 的 ow 只 要 注意 
Pp, (A) = | PCa) dd = 
全 完成 了 定理 的 证 明 ， 
推论 去 |. Perzvr)dr AP)， 
证 明令 了 五 , 取 呈 人 ,用 有 和 异 收 竹 性 ， 





To 








1 
Li 


EE Ee i te 





一 般 记 号 


CN ,5 ,PpP) 概率 空间 

(C57, EY 可 测 空 间 

(让, Polish 空间 

CR ,WB") R" 上 Borel 可 测 空 间 

CT id 正 部 : 负 部 

aABb ea 二 中 小 者 

2 生成 元 , 弱 生 成 元 

HI HC ) 定义 域 

多 有 界 可 测 函 数 类 

WB 强 连 续 中 心 ; 境 连续 中 心 

%T RR 中 由 柱 集 生成 的 o- 代 数 

.< 届 - 上 的 Borel 集 尖 

(CL0,1]》 ”CL0,1j 上 由 开 集 类 生成 的 二 代数 
BDER' )) DCR') 上 由 开 千 类 生成 的 ao 代数 
CTD ;CT) 上 连续 涪 数 奖 , 有 界 连续 函数 类 
CTS) 取 值 S 的 工 鞋 连续 函数 类 

人 ofrlyrz 在 ~ :rs 处 为 0 的 连续 函数 类 

C3 二 阶 可 微 , 紧 支 集 连 续 函 数 谍 

CH rlsra) 元 穿 可 微 , 紧 支 集 晴 数 类 

D7) 荆 上 右 连 续 有 左 极 限 的 省 数 类 

万 (了 TS) 取 值 前 并 上 右 连 堪 极 画 数 类 
天 (PC ) 初 值 为 z 的 概率 ,期望 
和 停 时 ea 的 事前 o- 代 数 ; 宽 停 时 a 的 事前 二 代数 
laC=} 集合 4 的 特征 函数 

py 测度 上 对 绝对 连续 
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一 可 达 

< 瑟 通 

推移 算 子 

7 人 多。 函数 7 为 多 可 测 
#1{} ”集合 {} 中 元 素 的 个 数 
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特殊 记号 首次 出 现 的 页 码 数 


er 280 hxsT) 366 
,DY) 223 A(T) 367 
ep ELez) 210 EE 178 
A 280,286 ceo ee 298 
【ce ce} - 
1 232 LC) 31 
B,, 5,165 Pp 74 
BM’,BM 176,177 王 88 
B 165 Pp 83 
B: 188 P(N) 241 
BSAY 208 Projsé, 31 
CLR!) 171 UCX) 244 
CR'Y 172 EY 172 
2 过 
Cof ):C8C 217 pp 241 
CIR *] 247 ， 
cfto,1] 247 各 一 241 
Cr 286 x Cen 359 
Dro,1] 254 Ph) 232 
/i 79 I 24 
1,， iEA, 

H(AD 358 1 一 和 g4 
hn) 360 ， 

人 12 
天 (ws 360 本 249 
Hl gp) 363 143 
h(n/as) 365 ' 
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名 词 索 引 
( 按 汉 语 拼 音 及 英语 字母 次 序 ) 
B Cc 

半 群 170,208 Cauchy 过 程 177,260 
保守 的 马 氏 链 131 常 返 79,193 
保 测 变换 339 乘法 遍历 定理 357 
保 调 变换 的 坑 367 次 可 加 遍历 定理 351 
Bernoulli 序列 2,75 纯 概 率 流 149 
闭 下 (五 ) 辕 61 传染 模型 273 
表决 模型 272 D 
遍历 的 102,340 
边 渗流 模型 275 单 边 稳定 过 程 191 
Birkhoff 个 别 点 过 程 276 

过 历 定 理 342 点 常 返 193 
标准 的 ( 马 氏 链 ) 128 Dirichiet 问题 解 的 
Blumenthal 0-1 183 概率 表示 291 
Brown 分 布 165 逗留 态 135 
Brown 桥 172 独立 增 量 过 程 13 
Rrown 运动 5,164,176 对 称 性 (对 称 马 氏 链 ) 145 
Brwon 运动 的 对 称 化 测度 147 

吸附 {停止 》 283 Dynkin-Kinney 条 件 。 251 

截止 ( 斩 杀 ) 228 ,283 
不 变 测度 88 E 
不 变 集 340 Ehrentest 93 
不 可 约 ( 马 氏 链 》 79 
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i th 


A ie he ee pe 


F 


反射 Brown 运动 
反射 原理 
Feller 半 群 
Feller 过 程 

分 割 的 炉 


Feymann-Kac 公式 


非 强 马 氏 的 马 氏 过 程 227 


非 周 期 的 ( 马 氏 链 ) 
Fokker-Plank 方程 
复合 Poisson 过程 


G 


Gauss 系 
Gibbs 态 
Girsanov 公式 
功率 谱 测 度 ( 密 度 ) 
Green 男 数 
古典 扩散 模型 
过 程 的 截止 
过 份 函 数 

H 
Hamilton 系统 
Hill-Yosida 定理 
后 退 方程 
互通 性 


27 

268 
317,322 
332 

217 


i132,289 
79 


Harris 徘 知 114 


Tsing 同型 271 
Ite 公式 302 
Ito 积分 297 
J 
极 集 193 
禁 鼠 概率 83 
基 相 交 性 23 
K 
幅 入 链 136 
可 分 性 11 
可 分 修正 11 
可 道 性 145 
Kingman 351 
Kolmogorosw 定理 7 


Kolmogorov-Chapman 

方程 20,74 
Kolmogorov 后 退 

前进) 方程 131,290 
Kolmogorosv 相 容 性 


条 件 8 
Kolmogoro* 第 条 件 257 
宽 平 稳 过 程 32,327 
宽 停 时 45 
扩散 过 程 286 


399 


扩散 系数 282 

LN) 
Levy 过 程 2781376 
Levy-Prohorov 距离 24 生 
Levy 测度 375 
Levy 修正 376 
Levy-Khinchine 公式 374 
零 常 返 的 92 
连续 集 241 
A-Green 咖 数 217 

M 

Markov 过 程 
《 马 氏 过 程 ) 14,16 
马 兵 链 74 
灭绝 时 间 143 
滤波 问题 336 

oO 

Dsejedets 乘法 
遍历 定理 357 

Pp 
排 它 模型 273 
漂移 系数 282 
平均 何 访 时 间 95 
平稳 过 程 32 
平稳 过 程 的 遍历 定理 349 
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Poisson 点 过 程 
Poisson 过 程 
Polish 空间 
Prohorov 定理 


吃 


QQ- 过 程 

@- 矩阵 

前 进 方程 

强人 遍历 定 理 

强 混合 性 
强 连 续 中 心 
强 马 色 性 

强 Feller 性 

强 收 仇 (测度 的 ) 
强 再 生性 


R 


Radcon 可 测 空 间 
弱 谴 历 定理 
绕 连 续 中 心 
习 生 成 元 
弱 收 笋 (测度 的 ) 


5 
渗流 问题 
上 村 


Shannon 


126,131 
131 
131,289 
98 

341 
170,209 
94,135 
226 

241 

185 





生成 元 170,210 
时 齐 75 
瞬时 态 135 
适应 (过 程 》 14,39 
随机 很 税 3,77,110 
随机 场 1 
随机 测度 279 
随机 积 301 
随机 积分 方程 309 
随机 介质 276 
生机 连续 374 
随机 事件 的 信息 量 ”359 
随机 微分 302 
随机 微分 方程 309 
随机 元 1 
随机 阵 75 
Skorohod 拓扑 255 
T 
胎 紧 245 
条 件 分 布 19 
调和 浮 数 83 
条 件 精 366 
停 时 45 
推移 算 子 12,.225,329,339 
Tulcea 定理 23 
Tychenofft 府 入 定理 243 


WwW 
稳定 过 程 16,191,380 
Wiener 过 程 ?98 
无 穷 小 生成 元 170,210 
无 窃 相 豆 作 用 的 
铁 磁 粒子 系 270 
x 
了 -了 模型 274 
吸附 (停止 ? 283 
吸收 态 133,135 
细致 平衡 149 
下 观 39 
相对 炳 360 
相互 独立 的 粒子 系 269 
信息 量 359 
线性 预测 333 
形式 无 穿 小 生成 元 281 
德 序 可 测 49 
Y 
鞍 14 
蔷 不 等 式 ;Doob 不 等 式 
53,56 
靳 分 解 定理 {Doob) 42 
靳 收 全 定理 54 
贰 停 时 定理 (Poob》 
45, 64,67 
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和 


加 问题 (Stsoock- 


Varadhan} 222,321 
黄 履 正定 理 (Féllmer) 68 
一 致 o(1) 条 件 259 
一 致 o58)3 条 件 249 
一 玖 收 仇 (测度 的 ) 241 
有 和 界 收 各 223 
有 限 铁 磁 粒子 系 268 
预 解 算 子 212 

Zz 
再 生性 183,185 
和 暂 态 79 
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i Mme 


正常 返 

正则 边界 点 

正则 条 件 测度 (正则 条 
性 分 布 ) 

指数 加 

转移 概率 族 

周期 

状态 空间 

准 马 氏 链 

蕉 转移 函数 ( 阵 ? 族 84， 
最 大 遍历 定理 
最 太 值 原理 

最 小 解 


WE ee 


139 
345 
224 
i139 
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